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在学习数学过程中，有许多问题在查看了详细的解答或听到了老

师的讲解之后，很多学生仍然不得其解，即使他们在下一次遇到同一

个问题也未必能够给出正确或完整的解答.

这是因为，在学习过程中，数学更加需要理解.

本课程收集并整理了一些综合性很高的数学问题，它们让老师感

到难教，让学生感到难学.就是说，对于这些类似的问题许多数学老

师都反应他们在花费了很大力气、很多时间的讲解之后，很多学生仍

然是似懂非懂.

同样是学习，但方法有优劣之分，效率有高低之分.把看似复杂、

抽象的问题变得更容易一些，抓住数学的本质使学生多一些理性思考

而少一些机械记忆，让学生感悟到自然朴实的数学思想方法从而能够

举一反三，这是我们追求的理念.

Hawgent 皓骏团队利用动态数学技术将这类问题呈现在学生面

前，为他们提供了一个动手、观察、探索、猜想和验证的机会与平台，

帮助他们利用变化的图形和数据发现问题内在的关系，并逐渐形成真

正属于他们自己的解决问题的思路，这是我们追求的目标.

如果这种方式能够得到大家的认同，对我们是一种鼓励，并将激

发我们更加努力工作的热情，同时希望有更多志同道合者加入我们的

队伍，将这项工作持续下去，越做越好.当然也欢迎各种不同的声音，

甚至是批评的意见，从而帮助我们得到提高和成长.

欢迎联系：11033149@qq.com
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第五章 直线与圆

直线与圆是几何中最基础和最重要的两种图形，是代数方法在几何研究中的应用的开始.

对于这部分内容，学生应该深刻领会并熟练应用数形结合的思想方法，既要注重代数运算的

简洁，也要充分利用几何图形的性质，还要认真考虑代数式的几何意义，在对参数的讨论过

程中不要遗漏某些特殊值所表示的特殊情况.

解答问题使用的方法会直接影响到运算量的多少以及问题解答的正确率.

第一节 直线与圆的位置关系

1． x-截距与 y -截距间的关系

例 1．已知直线 l在 x轴、 y 轴上截距的绝对值相等，且到点（1，2）的距离为 2 ，

求直线 l的方程.

【动感体验】

要全面考虑可能成立的各种情况. 已知直线 l在 x轴、y轴上截距的绝对值相等的条件

应考虑截距可能为零或不为零两种情况.

如图 5.1.1.所示，点 P在以 A（1，2）为圆心、半径为 2 的圆上，直线（记为 l）

经过点 P且与圆 A相切. 则该 l到点（1，2）的距离为恒为 2 .

打开文件“5-1-例 1.dmr”，拖动点 P，观察可能出现直线 l在 x轴、 y 轴上截距的绝

对值相等的情况.

图 5.1.1
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【思路点拨】

对于满足条件的直线其截距为零和不为零两种情况分别讨论.

【动态解析】

图 5.1.2—图 5.1.7 所示六种情况下，经过点 P的直线在 x轴、y 轴上截距的绝对值均

相等.

图 5.1.2 图 5.1.3

图 5.1.4 图 5.1.5
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图 5.1.6 图 5.1.7

可设满足条件的直线的方程为 bkxy  .

当 0b 时，由点到直线的距离公式得：

2
1

|2|
2






k
k

，解得 62 k 或 62 k .

当 0b 时，则直线 l的斜率 k 为 1 或者-1，由点到直线的距离公式得：

2
1

|2|
2






k
bk

，当 1k 时解得 1b 或 3b ；当 1k 时解得 5b 或 1b .

因此所求直线的方程为： xy )62(  或 xy )62(  或 1 xy 或 3 xy

或 5 xy 或 1 xy .

【简要评注】

从本题的题设条件，很容易选择利用直线的截距式方程表示直线进行求解，但要注意避

免遗漏直线经过原点的情况. 在这里我们首先考虑到直线到点 A的距离为 2 ，再寻找满足

要求的直线，就容易分类了.

有时候利用直线的截距式在绘制直线时非常方便，但答案通常写成斜截式.

2．直线与圆的位置关系

例 2．若圆 0104422  yxyx 上至少有三个不同的点到直线 0:  byaxl 的

距离为 22 ,求直线 l的倾斜角的取值范围.

方 法 一

【动感体验】
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方程 0104422  yxyx 可化为 18)2()2( 22  yx ，该圆的圆心为（2，2）、

半径为 23 ，圆心在直线 xy  上. 0:  byaxl 是一条过原点的直线，系数 ba, 决定其

倾斜角. 令
b
ak  ，则 l的方程为： kxy  . 考虑 k 变化时与直线 kxy  平行并与之距离

为 22 的两条直线与圆交点的个数. 打开文件“5-1-例 2.dmr”，实线表示直线 kxy  ，虚

线是两条到直线 kxy  的距离等于 22 ，通过拖动点 P或者动画按钮可以改变 k 的值，如

图 5.1.8—5.1.12 所示为其中的几种情况.

图 5.1.8 图 5.1.9

图 5.1.10 图 5.1.11
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图 5.1.12

【思路点拨】

改变 k 的值考虑当圆上恰好有三个点到直线 l的距离为 22 时，两条平行线与圆的位

置关系. 这时两平行线应该其一与圆相切另一与圆相交，而圆心到直线 l的距离恰好为 2 ，

由此不难确定直线 l的倾斜角的取值范围.

【动态解析】

注意到 22OC ，当圆心到直线 l的距离CD恰好为 2 时，如图 1（1）、图 1（4）

所示，
6


COD .由此不难确定若圆 0104422  yxyx 上至少有三个不同的点

到直线 l的距离为 22 时,直线 l的倾斜角的取值范围是 ]
12
5

12
[ 

， .

方 法 二

【动感体验】

方程 0104422  yxyx 可化为 18)2()2( 22  yx ，可知该圆的圆心为（2，

2）、半径为 23 . 进入文件“5-1-例 2.dmr”第二页，点C是方程 0104422  yxyx

所在圆的圆心. 点 P是圆C上的动点， OPCD  与 D，因此可以用直线OP表示方程

0 byax 对应的直线 l，拖动点 P，观察直线OP与圆C的位置关系，判断当圆C上至

少有三个不同的点到直线OP的距离为 22 时直线OP所应满足的条件，如图 5.1.13—

5.1.14 所示，为其中的几种情形.
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图 5.1.13 图 5.1.14

图 5.1.15 图 5.1.16

【思路点拨】

将圆上的点到直线的距离转化成为圆心到直线的距离.

【动态解析】

令
b
ak  ，则 l的方程为： kxy  .

当直线OP在圆心C左上方时，若圆上正好有 3 个点到 l的距离为 22 ，如图 5.1.13

所示，则此时 22223|| CD .又因为 22|| OC ，
4


xOC ，所以在 Rt △

CDO中，
6


COD ，所以
12
5

 CODxOCxOD .

当直线OP在圆心C的右下方时，若圆上正好有 3 个点到 l的距离为 22 ，如图 5.1.14
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所示，则此时 22223|| CD .又因为 22|| OC ，
4


xOC ，所以在 Rt △

CDO中，
6


COD ，所以
12


 CODxOCxOD .

因此当
12
5

12


 xOD 时，如图 5.1.15、图 5.1.16 所示，圆上有四个不同的点到 l

的距离为 22 .

【简要评注】

本题解答过程中要抓住两个关键：一，把圆上的点到直线的距离转化成为圆心到直线的

距离；二，直线的特征：经过原点.

3．直线与动圆的位置关系

例 3．已知曲线
2:C y x 与直线 : 2 0l x y   交于两点 ( , )A AA x y 和 ( , )B BB x y ，且

A Bx x ．记曲线C在点 A和点 B之间那一段 L 与线段 AB 所围成的平面区域（含边界）

为D．设点
( , )P s t

是
2:C y x 上一点，且点 P与点 A和点 B均不重合．

（1）若点Q是线段 AB 的中点，试求线段 PQ的中点M 的轨迹方程；

（2）若曲线
2 2 2 51: 2 4 0

25
G x ax y y a      与D有公共点，试求 a的最小值．

（一）求点M 的轨迹方程

这里Q是定点， P是曲线C上的动点，M 是线段 PQ的中点，M 随 P点而运动. 既

然曲线C是抛物线，可以猜测M 的轨迹也是一条抛物线. 至于它轨迹方程，就是求点M 的

坐标之间的关系. 注意到 P点的坐标满足曲线C的方程，而点M 的坐标又可以通过 P和

Q点坐标来表示，因此这个轨迹方程不难求出.

事实上，由







02

2

yx
xy

解得： 1Ax ， 2Bx ； 1Ay ， 4By ，因为Q是线

段 AB 的中点所以有 )
2
5,

2
1(Q . 又 ),( yxM 为 PQ的中点，所以有

2
2
1 s

x


 ，
2

2
5 t

y


 .

反解得
2
14 


xs ，

2
54 


yt . 因为点 P 在曲线 C 上，

2st  . 将上式代入得
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2)
2
14(

2
54 


 xy
，化简得

4
5)14(

8
1 2  xy .

用表示点M 的坐标，则有
2
14 


xs ，

2
54 


yt ，即

2)
2
14(

2
54 


 xy
，化简得

4
5)14(

8
1 2  xy .

所以点M 的轨迹方程为：
4
5)14(

8
1 2  xy ，它表示一个抛物线，如图 5.1.17 所示.

图 5.1.17

（二）求a的最小值

【动感体验】

很 明 显
2 2 2 51: 2 4 0

25
G x ax y y a      是 一 个 圆 的 方 程 . 可 化 为

222 )
5
7()2()(  yax ，它表示一个半径为常数

5
7
而圆心为（ a，2）的圆. 随着a的

变化，这是一个可以左右平行移动的圆.

进 入 文 件 “ 5-1- 例 3.dmr ” 第 二 页 ， 如 图 5.1.18 所 示 ， 圆 T 表 示 方 程

0
25
5142 222  ayyaxx 对应的曲线.通过变量尺改变 a的值或通过按钮设置 a

的值，从而可以水平移动圆T 的位置.观察区域D与圆T 有公共点的情况下，点T 的横坐

标 a应满足的条件
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图 5.1.18

【思路点拨】

求圆与D有公共点时的 a最小值，就是求圆与线段 AB 相切且位于线段左侧时的 a的

值.

【动态解析】

如图 5.1.19 所示，当圆T 经过点 A时，将 A（-1，1）代入
222 )

5
7()2()(  yax

解得：
5
621a 或

5
621a （舍去）.

图 5.1.19

当圆T 与直线 : 2 0l x y   相切时，由点到直线的距离公式得：

5
7

2
|22|


a
，解得：

5
27

a 或
5
27

a （舍去）.此时切点坐标为（
10
27

 ，



10

10
272  ），因为 1

10
27

 ，所以切点在线段 AB 内.由此可知 a 的最小值为

5
27

a .

【简要评注】

本题中的动圆圆心在一条水平直线上移动，半径固定，因而比较容易了解圆与区域、圆

与直线的位置关系. 而最值是取在线段的端点的状态下还是圆与直线相切的条件下，这时本

题重点要考察的内容. 直观的演示可以帮助我们探索与发现问题，但只有从数学的角度进行

推理和计算才能得到结论.

4．求与圆有关的动态向量

例 4．直线 0 CByAx 与圆 422  yx 相交于 NM、 两点，若
222 BAC  ，

求 ONOM  （O为坐标原点）的值.

【动感体验】

圆 422  yx 是圆心为坐标原点半径为 2 的圆，设OM和ON之间的夹角为 ，根

据向量的数量积的定义  cos4cos||||  ONOMONOM ，因此关键在于确定向量

OM 与ON之间的夹角 的大小.

由
222 BAC  得到： 1||

22


 BA
C

，这说明原点O到直线 0 CByAx 的距

离等于 1.因此可以将直线 0 CByAx 看作是经过单位圆上一点并且与单位圆相切的

动直线.打开文件“5-1-例 4.dmr”，拖动点 P，观察直线 0 CByAx 与圆 422  yx

两个交点 NM、 的变化规律. 如图 5.1.20 是其中一种情形.
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图 5.1.20

【思路点拨】

分析条件
222 BAC  的几何意义，研究与夹角 有关的几何关系.

【动态解析】

因为直线 0 CByAx 过点 P且与单位圆相切，所以OP 垂直且平分 MN .在

Rt OPM中， 1OP ， 2OM ，所以
3


POM ，
3
2

MON .

所以 2
3
2cos4cos4cos|||| 
ONOMONOM .

因此选择 A.

【简要评注】

解决本题的关键在于在熟练掌握向量的数量积概念的前提下挖掘条件
222 BAC  ，

从而确定直线 0 CByAx 的特征以求出向量之间的夹角.

5．与直线截距有关的不等关系

例 5．若直线 1x y
a b
  通过点 (cos sin )M  ， ，则（ ）

A．
2 2 1a b ≤ B．

2 2 1a b ≥
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C． 2 2

1 1 1
a b

 ≤ D． 2 2

1 1 1
a b

 ≥

【动感体验】

由 (cos sin )M  ， 想到单位圆，M 是这个单位圆上的动点. 条件直线 1x y
a b
  通过点

(cos sin )M  ， 实际上是说直线和单位圆有公共点，其中隐含圆心到直线的距离与单位圆

的半径 1 的关系.打开文件“5-1-例 5.dmr”，如图 5.1.21 所示，经过点M 和点 N 的直线

表示方程 1x y
a b
  对应的直线，点 P和点Q分别是直线与 x轴、y轴的交点. 拖动点 N 可

以任意改变直线性质特征，研究四个选项所表示的几何意义以及成立的可能性.

图 5.1.21

【思路点拨】

在直角三角形 POQ中考虑斜边上的高与单位圆半径之间的关系.

【动态解析】

图 5.1.22 和图 5.1.23 说明
2 2 1a b ≤ 和

2 2 1a b ≥ 两种情况都可能成立.
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图 5.1.22 图 5.1.23

当直线 1x y
a b
  与圆O相切时，如图 5.1,24 所示，直角三角形 POQ斜边上的高线等

于圆O的半径 1.

图 5.1.24 图 5.1.25

而其他情况下，如图 5.1,25 所示，直角三角形 POQ斜边上的高线小于圆O的半径 1.

通过面积公式可以求得直角三角形 POQ斜边上的高等于
22 ba

ba



，由 1

22






ba
ba

化简得： 111
22 
ba

.

因此答案选择 D.

如图 5.1.26 所示，则给出直线与单位圆没有公共点的情况，这时 1
22







ba
baOM ，

由此 111
22 
ba

，即选项 C表明的关系.
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图 5.1.26

【简要评注】

本题中 ba, 为截距，恰好是直线与两坐标轴的交点及原点所构成的直角三角形的直角边

长，因此设法在 POQRt 中找出
22 ba  及 22

11
ba

 的几何意义是解决问题的关键.

本节小结

研究直线与圆的位置关系，通常转换为圆心与直线的距离问题.此外，充分利用代数式

的所表示的几何性质，能够提高我们的解题效率、减少出错率和计算量.

拓展练习

1.1．若圆
222 )5()3( ryx  上有且仅有两点到直线 0234  yx 的距离为 1，

则半径 r的取值范围是 .

1.2．圆
2 2 1x y  与直线 2y kx  没有公共点的充要条件是( )

A. ( 2, 2)k  B. ( , 2) ( 2, )k   

C. ( 3, 3)k  D. ( , 3) ( 3, )k   

1.3．若过点 (4 0)A ， 的直线 l与曲线
2 2( 2) 1x y   有公共点，则直线 l的斜率的取

值范围为（ ）

A． ( 3 3) ， B．[ 3 3] ，
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C．
3 3
3 3

 
  
 

， D．
3 3
3 3

 
 
 

，

1.4．已知mR，直线 l： 2( 1) 4mx m y m   和圆C：
2 2 8 4 16 0x y x y     ．

（1）求直线 l斜率的取值范围；

（2）直线 l能否将圆C分割成弧长的比值为
1
2
的两段圆弧？为什么？

第二节 直线系与圆系

1．动直线与动圆的位置关系

例 1．已知圆M ： 1)sin()cos( 22   yx ，直线 kxyl ： ，下面四个命题：

A．对任意实数 k 与 ，直线 l和圆M 相切；

B．对任意实数 k 与 ，直线 l和圆M 有公共点；

C．对任意实数 ，必存在实数 k ，使得直线 l与和圆M 相切；

D．对任意实数 k ，必存在实数 ，使得直线 l与和圆M 相切.

其中真命题的代号是______________（写出所有真命题的代号）

【动感体验】

这里给出的是圆M 的标准方程，其半径为 1，圆心为 )sin,cos(  . 可以想象出这些

圆的半径都是 1，而圆心在单位圆上，所以这些圆都过原点；而直线 kxyl ： 则是过原点

的直线但不包括 y轴.这就不难考虑圆和直线可能有怎样的位置关系了.

打开文件“5-2-例 1.dmr”，如图 5.2.1 所示，拖动点 A可以改变的圆M 的圆心 A的位

置.点 P是圆O上的动点，可以用经过点O和点 P的直线表示直线 l： kxy  . 拖动点 A或

者点 P，观察和研究圆M 和直线 l之间的位置关系.

图 5.2.1
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【思路点拨】

将圆M 与直线 l之间的位置关系转化为圆M 的半径OA与点M 到直线 l的距离之间

的大小关系.

【动态解析】

通过图 5.2.1 可以观察到，圆M 与直线 l均经过坐标原点O，因此选项 B正确，但选

项 A错误.

当点 P在任意位置时，只要拖动点M 使得 OAOP ，就有直线 l和圆M 相切，即对

任意实数 k ，都存在实数 ，使得直线 l和圆M 相切，如图 5.2.2 所示.因此选项D正确.

图 5.2.2

当点M 在任意位置时，只要拖动点 P使得 OAOP ，就有直线 l和圆M 相切. 但是

当点 A在 x轴上时，如图 5.2.3 和图 5.2.4，则直线 l的斜率 k 不存在，因此选项C错误.

图 5.2.3 图 5.2.4

正确答案为： DB、 .

【简要评注】

本题是不定项选择题，需要对每个命题进行判断.通过动感体验可以发现动圆与动直线

经过的共同点（原点），动中求静是这类问题的一种常见解答思路.

2．动直线及其包络问题

例 2．设直线系M ： 1sin)2(cos   yx （  20  ），对于下列四个命题：

A．M 中的所有直线均经过一个定点
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B．存在定点 P不在M 中的任一条直线上

C．对于任意整数n（ 3n ），存在正 n边形，其所有边均在M 中的直线上

D．M 中的直线所能围成的正三角形面积都相等

其中真命题的代号是 （写出所有真命题的代号）.

【动感体验】

首先是认识直线系M ： 1sin)2(cos   yx （  20  ）具有怎样的特征.设

2
3,,

2
,0   可以分别得到直线 1x 、 3y 、 1x 和 1y .这四条直线与点(0,2)

的 距 离 都 等 于 1 ， 可 以 想 象 直 线 系 M 是 否 具 有 这 样 的 特 征 . 事 实 上 由

1
sincos

|1sin)22(cos0|
22









知道，直线系M 所表示的是到点 )2,0( 的距离为1的直线.

或者说直线系是以点 )2,0( 为圆心、半径为 1的圆上的切线.

也可以把 )sin,(cos  看成直线的单位法向量，于是由向量 )2,( yx 与 )sin,(cos 

的数量积等于 1知直线系M 是到点 )2,0( 的距离为 1的直线. 或者说直线系是以点 )2,0( 为

圆心、半径为 1的圆上的切线.

打开文件“5-2-例 2.dmr”，如图 5.2.5 所示，通过变量尺改变字母 的值或通过按钮

设置它的值，或者单击动画按钮，观察直线系M 的特征.

图 5.2.5

【思路点拨】

通过直线M 的特征及其所围成的区域，对四个命题进行判断.

【动态解析】

M 中的直线不经过任何一个定点，因此选项 A 错误.

圆 A内的所有点均不在M 中的任何一条直线上，因此选项 B 正确.
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当 均匀变化，即点 P在圆周上匀速运动时，直线之间的交点就是正 n边形的顶点，

如图 5.2.6—5.2.11 所示，因此选项 C正确.

图 5.2.6 图 5.2.7

图 5.2.8 图 5.2.9

图 5.2.10 图 5.2.11

单击动画按钮，在打开的用户输入对话框中，如图 5.2.12 所示，可以输入多边形的边

数，然后单击“确定”按钮，即可呈现由M 中的直线所组成的对应正多边形.
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图 5.2.12

M 中的直线所能围成的区域是圆 A内部，而其内部可以有无数多个面积不同的正三角

形，因此选项 D错误.

所以答案为：B、C.

【简要评注】

抓住直线系的特征才能更好地研究其特点.除了通常的过定点的直线系以及平行直线系

外，本题中的直线系也是一种典型类型.

3．动圆及其性质特征

例 3．设有一组圆
2 2 4 *: ( 1) ( 3 ) 2 ( )kC x k y k k k     N ．下列四个命题：

Ａ．存在一条定直线与所有的圆均相切

Ｂ．存在一条定直线与所有的圆均相交

Ｃ．存在一条定直线与所有的圆均不．相交

Ｄ．所有的圆均不．经过原点

其中真命题的代号是 ．（写出所有真命题的代号）

【动感体验】

打开文件“5-2-例 3.dmr”，单击动画按钮，结果如图 5.2.13 所示，表示一组圆

2 2 4 *: ( 1) ( 3 ) 2 ( )kC x k y k k k     N ，观察这组圆的特点，对四个命题进行判断

图 5.2.13

【思路点拨】

通过圆心 )3,1( kkC  与半径
22k 研究系列圆的性质特征.

【动态解析】

可以从最容易判断的选项Ｄ入手，只需看原点的坐标(0，0)是否适合圆的方程就行了.

事实上通过
422 29)1( kkk  ，因此所有的圆均不．经过原点，所以选项Ｄ为真命题.

令 1k 和 2k 分别得到：

2)3(: 22
1  yxC 和 32)6()1(: 22

2  yxC
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圆心距为 10 ，半径的差等于 23 ，因为 2310  ,所以两圆内含.由此看来不可能

存在一条直线与所有的圆均相切，所以选项Ａ为假命题.

由于这些圆的圆心为 )3,1( kkCk  ，所以这些圆的圆心在直线 33  xy 上.这条直线

就与所有的圆均相交，所以选项Ｂ为真命题.

由于这些圆的半径为
22k 随着 k 的增大而无限增大，因此不可能存在一条定直线与所

有的圆均不．相交.所以选项Ｃ是假命题.

因此答案为：B，D.

【简要评注】

在研究直线系和圆系的有关问题时，要抓住他们的共性及其相互关系，才能准确地把握

运动中的图形的性质特征.直线与圆的位置关系的判断还是要充分利用圆心与直线的距离.

本节小结

直线系是一簇有共同特征的直线的总称.虽然在课本中没有详细介绍，但在练习中却经

常出现.一般地方程中含有函数时就表现为直线系.圆系的问题也类似，解答过程中方法的选

择非常重要.

直线系与圆系的问题都可以分别理解为直线运动与圆运动的问题，在运动的过程探索规

律是这一类型题目的典型特征.抓住共性，例如过直线或圆定点、圆心或者圆的半径固定等

等，才能抓住问题的本质和解决问题的关键.

拓展练习

2.1．在例题 3 中，若将题设中的 *Nk 改为 Rk ，则上述四个命题中哪几个是真

命题？

2.2．已知椭圆G的中心在坐标原点，长轴在 x 轴上，离心率为
3
2

，两个焦点分别

为 F 1 和 2F ， 椭 圆 G 上 一 点 到 F 1 和 2F 的 距 离 之 和 为 12. 圆 kC ：

2 2 2 4 21 0( )x y ky y k R      的圆心为点 kA .

（1）求椭圆G的方程；

（2）求 1 2kA F F 面积；

（3）问是否存在圆 kC 包围椭圆G？请说明理由.
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第三节 求最值问题

1．求三角形面积的最值

例 1．若 2AB ， BCAC 2 ， ABCS 的最大值 ．

【动感体验】

因为 2AB ， BCAC 2 ，可以认为三角形 ABC的 A、B两点是确定的而C点尚

未确定.可以考虑在满足条件 BCAC 2 下的点C的轨迹图形，然后通过数形结合的方法

求三角形面积的最大值.

打开文件“5-3-例 1.dmr”，如图 5.3.1 所示，拖动点C，观察线段 AC与 BC之间的

关系，并研究点C对三角形 ABC的形状和面积的影响.

图 5.3.1

【思路点拨】

以 AB 的中点为坐标原点，以有向线段 AB 的方向为 x轴正方向建立直角坐标系，则点

A 、 B 的坐标 可表示为 )0,1(A 、 )0,1(B . 设点 C 的坐标 为 ),( yxC ，则有 ：

2222 )1(2)1( yxyx  ，化简得： 8)3( 22  yx ，它表示一个坐标圆心

在 )0,3( 、半径为 22 的圆. 显然当点 C 与 AB 的距离最大时三角形 ABC面积取最大值.

【动态解析】

点C的轨迹表示一个坐标圆心在 )0,3( 、半径为 22 的圆. 进入文件“5-3-例 1.dmr”

的第二页，如图 5.3.2 所示.
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图 5.3.2

容易知道，当点C在圆心正上方或正下方时，三角形 ABC的高最大（等于圆的半径），

面积也最大.因此三角形 ABC的最大面积等于 22222
2
1

 .

【简要评注】

建立坐标系求动点轨迹是代数方法在几何中的应用，引进坐标系即可简化计算，也可使

问题变得直观，容易理解.在本题中，利用点 C 的轨迹所在的圆直观地表示代数式

BCAC 2 是解决问题的突破口.

2．求向量数量积的最值

例 2．已知正三角形OAB的三个顶点都在抛物线
2 2y x 上，其中O为坐标原点，设

圆C是OAB的外接圆（点C为圆心）.

（1）求圆C的方程；

（2）设圆M 的方程为 1)sin7()cos74( 22   yx ，过圆M 上任意一点P分

别作圆C的两条切线 PE PF， ，切点为 E F， ，求 CFCE  的最大值和最小值.

（一）求圆C的方程

打开文件“5-3-例 2.dmr”，如图 5.3.11 所示.
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图 5.3.11

利用正三角形OAB的三个顶点都在抛物线
2 2y x 上的条件容易求出 A点的坐标，进

而求出三角形外接圆的圆心和半径.

具体解法如下：

因为OAB是正三角形，可知点 A与点 B关于 x轴对称. 所以
oxOA 30 .

设点 )2,( xxA ，则有：
x
xxOA 2

3
3)tan(  ，解得： 6x .

由正弦定理知： R
OBA
OA 2

)sin(



，解得： 4R . 则圆心的坐标为 )0,4( .

所以圆C的方程为： 16)4( 22  yx .

（二）求 CFCE  的最大值和最小值

【动感体验】

设 2ECF ，则 2cos||||  CFCECFCE . 因 4 CFCE ，所以 CFCE 

的大小取决于 2cos 的大小. 而这又取决于 CP 的大小（如图 5.3.12 所示）. 尽管点M 在

以（4，0）为圆心半径为 7的圆上，P 又是这圆M 上任意一点，但需要关注的只是 CP 的变

化以及对 2cos 大小的影响.

进入文件“5-3-例 2.dmr”的第二页，点M 和点 P均可以被拖动，观察M 和点 P的位

置与 CFCE  的大小之间的关系. 如图 5.3.12—5.3.15 所示为其中的几种情形.
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图 5.3.12 图 5.3.13

图 5.3.14 图 5.3.15

【思路点拨】

观察到 ||CE 和 ||CF 为定值，均等于圆 C的半径 4，因此 CFCE  的大小直接与

ECF 有关. 事实上， 1cos22cos 2   ，而
CPCP

CE 4cos  . 当 CP 取最大值时，

2cos 的值最小；当 CP 取最小值时， 2cos 的值最大.

【动态解析】

如图 5.3.16 所示，当点 P在线段CM 上时，点 P距离点C最近，这时 ECF 具有最

小值，此时 CFCE  的值最大. 此时， 617  PMCMCP ，而在 CPFRt 中，

4CF ，所以
2cos
3

CFFCP
CP

   .

而 FCPECP  ，因此

2 1cos 2cos 1
9

ECF FCP      .
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所以， CFCE  的最大值等于
1 164 4 ( )
9 9

     .

图 5.3.16 图 5.3.17

如图 5.3.17 所示，当点 P在射线CM 的延长线上时，点 P距离点C最远，这时 ECF

具有最大值，此时 CFCE  的值最小. 此时， 817  PMCMCP ，而在 CPFRt

中， 4CF ，所以
1cos
2

CFFCP
CP

   .

而 FCPECP  ，因此
2 1cos 2cos 1

2
ECF FCP      . 所以， CFCE  的最

小值等于
14 4 ( ) 8
2

     .

综上所述 CFCE  的最大值和最小值分别为：
9
16

 和 8 .

【简要评注】

求解最值问题的思路一般有两种，一是化为函数的最值问题，即求出对应问题的函数表

达式；另一种则是利用图形的几何意义与几何特征求解. 若能将二者有机地结合起来，将能

够事半功倍.

本节小结

与圆和直线有关的最值问题是热点问题，除了代数计算方法外，利用图形的几何性质也

是重要且简捷的途径. 一般来说，与圆有关的最值问题常常在直线与圆相切、直线经过圆心

等特殊位置取得.

拓展练习

3.1．在直角坐标系 xOy中，以O为圆心的圆与直线 3 4x y  相切．

（1）求圆O的方程；
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（2）圆O与 x轴相交于 A B， 两点，圆内的动点P使 PA PO PB， ， 成等比数列，求

PBPA  的取值范围．

3.2． P是双曲线 1
169

22


yx

的右支上一点，M 、 N 分别是圆 4)5( 22  yx 和

2 2( 5) 1x y   上的点，则 |||| PNPM  的最大值为（ ）.

A.6 B.7 C.8 D.9
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第六章 圆锥曲线

圆锥曲线虽然是选修部分的内容，但不过是对于准备升入高等学校进一步学习的学生来

说有文理的选择之分，是重要的内容，出现在客观试题和主观试题中.圆锥曲线包括椭圆、

双曲线、抛物线和圆等等，实际上它在中学阶段占有很大的比重.圆锥曲线部分的试题综合

性强，计算量大，因此灵活运用数形结合的思想解决问题非常重要.用运动的眼光看待问题，

这既是命题的一种方向，也是我们深刻理解以及灵活运用圆锥曲线定义和性质的正确途径.

第一节 直线与圆锥曲线

1．直线与抛物形曲线的位置关系

例 1．若曲线
2y ＝| x |＋1 与直线 y ＝ kx＋b没有公共点，则 k、b分别应满足的条

件是 ．

【动感体验】

如果题目改成“若曲线 12  xy 与直线 y＝ kx＋b没有公共点，求 k、b分别应满

足的条件”，就是一个非常简单的常规题目了，只需要考虑这两个方程组成的方程组没有实

数解时 k、b分别应满足的条件.所以解决这个题目的第一步是认识曲线
2y ＝| x |＋1 的图

形.根据方程的特点这个曲线关于 x轴和 y 轴都是对称的，所以画出第一象限的图形就可以

知道曲线的全貌了.而在第一象限，这是函数 1 xy 的图像.另外作为一个填空题，要

判别直线 y＝ kx＋b与它有没有公共点看来也无需很大的计算量，通过方程组有无实数解

去判断，考虑到一次函数比函数 1 xy 的增长要快，这样或许能快速地通过几何直观

作出判断.

当 0x 时，方程
2y ＝| x |＋1 可化为： x = 12 y ，其图像为如图 6.1.1 所示实线部

分，将 x = 12 y 的图像以 y 轴为对称轴进行反射得到方程
2y ＝| x |＋1 所表示的曲线的另

一部分，如图 6.1.2 所示.
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图 6.1.1 图 6.1.2

打开文件“6-1-例 1.dmr”，如图 6.1.3 所示，可以通过变量尺改变字母 k和b或者通

过按钮设置它们的值，从而改变方程 y ＝ kx＋b对应直线的性质.观察在什么情况下曲线

2y ＝| x |＋1 与直线 y＝ kx＋b没有公共点.

图 6.1.3

【思路点拨】

对抛物线的增长速度与直线的增长速度进行比较.

【动态解析】

当 11  b 时，考虑对于怎样的 k曲线与直线没有公共点.我们发现只有当 k =0 时（如

图 6.1.5）才能满足要求.否则不是直线与曲线在第一、三象限相交（ k >0，如图 6.1.4），

就是在第二、四相交（ k < 0，如图 6.1.6）.从一次函数与幂函数增长的快慢比较也容易理

解这一事实.
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图 6.1.4 图 6.1.5

图 6.1.6 图 6.1.7

当 1b 时，如图 6.1.7 所示，曲线
2y ＝| x |＋1 与直线 y ＝ kx＋b一定有公共点.这

是因为直线 y＝ kx＋b经过点（0，1），而这个点又是曲线
2y ＝| x |＋1 上的点.类似地考

虑 1b 时会得到同样的结果.

当 1b 时，这时令 k = 0（如图 6.1.9）曲线显然与直线 y=b相交（因为 1 xy 随

着自变量的增大无限增大，所以当自变量充分大时函数值总能超过 1）.而当 0k 时直线

不是在 y轴右面和曲线相交（如图 6.1.8）就是在 y轴左面与曲线相交（如图 6.1.10）.因

此无论 k取何值曲线都会与直线相交.类似地考虑 1b 时会得到同样的结果.

图 6.1.8 图 6.1.9

图 6.1.10

所以当曲线
2y ＝| x |＋1 与直线 y ＝ kx ＋ b 没有公共点的条件是： 0k 且

11  b .
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【简要评注】

本题体现了近几年来减少计算量而增加思考量的方式对基本数学思想方法的掌握和对

基本概念的理解进行考察的趋势.其一是通过曲线方程的特点认识曲线特征，其二是对函数

变化趋势的把握，其三是对数形结合和数学实验方法的应用.

从动态体验中可以知道本题中直线的变化速度（ 0k ）最终会超过抛物线，因而可以

先确定 k的取值范围，然后再研究b满足的条件.作为附件的结论，当 0k 时，我们也可以

进一步研究 k，b两个曲线交点位置的影响.

2．直线与抛物线的相交弦问题

例 2．点 P在直线 : 1l y x  上，若存在过P的直线交抛物线
2y x 于 ,A B两点，且

| | |PA AB ，则称点 P为“ 点”，那么下列结论中正确的是（ ）

A．直线 l上的所有点都是“ 点”

B．直线 l上仅有有限个点是“ 点”

C．直线 l上的所有点都不是“ 点”

D．直线 l上有无穷多个点（但不是所有的点）是“ 点”

【动感体验】

题目中的直线和抛物线虽然都是同学最熟悉的，但本题却有些新意.一个是对题目本身

意义的理解：什么叫点 P为“ 点”？另外一个是解决方法新颖，不是靠常规的计算弦长

和两点距离公式的方法，而是依靠用数学实验的思路获得的对数学事实的洞察：直线

1 xy 上的任意一点 P一但确定后，移动抛物线上的点 A看是否移动到某一位置时P点

关于点 A的对称点 B也在抛物线上（或移动抛物线上的点 B看是否移动到某一位置时 PB

的中点 A也在抛物线上）.如果上述情况成立，则说明 P为“ 点”.

打开文件“6-1-例 2.dmr”，如图 6.1.11 所示，点 P为直线 1 xy 上的点，点 A为

抛物线
2xy  上的点，点 B是点 P关于点 A的中心对称点.点 P、点 A均可以被拖动.

当点 P在直线 1 xy 上某个位置时，拖动点 A观察点 B是否可能为抛物线
2xy  上

的点.
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图 6.1.11

【思路点拨】

当点 P在直线 1 xy 上某个位置时，若存在抛物线
2xy  上某个位置的点 A，则说

明 P为“ 点”.

根据点 A在抛物线上运动的连续性，判断点 A的存在性.

【动态解析】

对于直线 1 xy 上的任意点 P，总存在抛物线上的点 A使得点 B在抛物线上方，如

图 6.1.12 所示；总存在抛物线上的点 A使得点 B在抛物线下方，如图 6.1.13 所示.

图 6.1.12 图 6.1.13

因此，根据点 A在抛物线上运动的连续性，总存在点 A使得点 B正好在抛物线上，如

图 6.1.14 所示.
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图 6.1.14

故选 A.

【简要评注】

在考场上当然不能利用计算机作动态实验，但如果平时有数学实验的经历，在考场上眼

前会浮现动态图形的图景，也可以随手画几个草图帮助判断.

作为一个选择题，可以用上述实验得到解答.如果换成一个证明题也可以从上述实验得

到受到启发，得到证明的思路.

本题中要准确找出满足条件的直线 AB是非常困难的，但通过适当的转换可以看到要证

明其存在性却相对容易.

3．直线与双曲线的位置关系

例 3．在直角坐标系中，对于双曲线 )00(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

， ，有以下四个结论：

①存在这样的点M ，使得过点M 的任意直线都不可能与双曲线有且只有一个公共点；

②存在这样的点M ，使得过点M 可以作两条直线与双曲线有且只有一个公共点；

③不存在这样的点M ，使得过点M 可以作三条直线与双曲线有且只有一个公共点；

④存在这样的点M ，使得过点M 可以作四条直线与双曲线有且只有一个公共点.

这四个结论中，正确的是 .

方法一：

【动感体验】

这个填空题需要对四个命题的真假性作出判断，其中三个是对具有某种性质点的存在性

作出判断，一个是对不存在性某种具有性质的点作出的判断.说明存在性命题为真命题的最

好办法是具体指出这样的点，而说明一个不存在性的命题是假命题的最好办法是构造反例.

至于直线与双曲线交点的个数无非是以下几种情况：

（1）直线与双曲线没有公共点；

（2）直线与双曲线只有一个公共点(相切或只有一个交点)；

（3）直线与双曲线有两个公共点.

可以把双曲线和它的渐近线画出来，再想象动点M 的所有可能位置与过这点的具有不

同方向的直线与双曲线的公共点的个数.

打开文件“6-1-例 3.dmr”，如图 6.1.15 所示，通过变量尺可以改变参数 a、b的值或

者通过按钮可以设置它们的值，点M 、点 N 可以被任意拖动，观察直线与双曲线的位置关

系，判断上面的结论.
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图 6.1.15

【思路点拨】

通过直线MN与双曲线的渐近线之间的关系研究直线MN与双曲线之间的位置关系.

【动态解析】

设
a
bk 1 ，

a
bk 2 ，则 1k 、 2k 分别表示双曲线两条渐近线的斜率.同时假设经过点

M 的直线的斜率为 k .

若点M 在坐标原点位置时，当
a
bk  （图 6.1.16）或者

a
bk  （图 6.1.17）时，或

斜率不存在时，直线MN与双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

没有交点；当
a
bk  （图 6.1.18）或者

a
bk  （图 6.1.19）时，直线MN与双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

没有交点；当
a
bk

a
b

 （图

6.1.20 和图 6.1.21）时，直线MN与双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

有两个交点.因此，此时点M 的

任意直线都不可能与双曲线有且只有一个公共点.所以结论①正确.

图 6.1.16 图 6.1.17
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图 6.1.18 图 6.1.19

图 6.1.20 图 6.1.21

由前面的结论知道，当点M 在原点位置时，过点M 的任意直线都不可能与双曲线有且

只有一个公共点.因此我们分析坐标原点之外的位置.当点M 在渐近线上时，过点M 与双曲

线的切线（图 6.1.22）以及过点M 与另外一条渐近线的平行线（图 6.1.23）都与双曲线有

且只有一个交点；当点M 在双曲线上时，过点M 与双曲线的切线（图 6.1.24）以及过点M
与其中一条渐近线的平行线（图 6.1.25）都与双曲线有且只有一个交点；当点M 在其他位

置时，过点M 与两条渐近线分别平行的直线（图 6.1.26、图 6.1.27）与双曲线有且只有一

个交点.因此，显然结论②成立.

图 6.1.22 图 6.1.23

图 6.1.24 图 6.1.25
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图 6.1.26 图 6.1.27

显然存在点M ，使得过点M 可以作三条直线与双曲线有且只有一个公共点.例如经过

双曲线的顶点可以作三条直线与双曲线有且只有一个公共点，分别是过点M 的竖直直线（图

6.1.28）、过点M 且斜率为 1k 的直线（图 6.1.29）和过点M 且斜率为 2k 的直线（图 6.1.30）.

因此结论③错误.

图 6.1.28 图 6.1.29

图 6.1.30

如图 6.1.31、图 6.1.32、图 6.1.33、图 6.1.34，过点存在四条过点M 的直线与双曲

线有且只有一个公共点，他们分别是过点M 与渐近线平行的两条直线和过点M 与双曲线相

切的直线.因此结论④正确.
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图 6.1.31 图 6.1.32

图 6.1.33 图 6.1.34

方法二：

【动感体验】

进入文件“6-1-例 3.dmr”的第二页，如图 6.1.35 所示，过点M 的五条直线分别是双

曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

的两条切线、与两条渐近线分别平行的直线和经过平面上任意点 N 的直

线.拖动点M ，然后对四个选项进行判断.

图 6.1.35

【思路点拨】

移动M 点到各种不同的位置观察直线与双曲线公共点的个数有助本题的解答.

【动态解析】

对于结论①：存在这样的点M ，使得过点M 的任意直线都不可能与双曲线有且只有一

个公共点.

其实把点M 移动到坐标原点，可以发现点M 正是所要求的情况.这时过点M 的任意直

线要么与双曲线有两个交点（如图 6.1.36 所示），要么与双曲线就没有公共点（如图 6.1.37

所示），所以这个命题是真命题.
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图 6.1.36 图 6.1.37

对于结论②：存在这样的点M ，使得过点M 可以作两条直线与双曲线有且只有一个公

共点.

这很明显，在图 6.1.35 中过点M 的那四条直线选择其中两条就符合要求了.所以这个

命题也是真命题.

对于结论③：不存在这样的点M ，使得过点M 可以作三条直线与双曲线有且只有一个

公共点.

这显然是错误的，当把点M 移动到双曲线上，如图 6.1.38 所示，这时过点M 只能作

双曲线的一条切线，因此过点M 可以作三条直线与双曲线有且只有一个公共点.

图 6.1.38

④存在这样的点M ，使得过点M 可以作四条直线与双曲线有且只有一个公共点.

在图 6.1.35 中的点M 就是符合要求的点.

所以，这四个结论中正确的是①②④.

【简要评注】

直线与双曲线的位置关系较为复杂，因为其中只有一个交点的情况，需要严谨的思维过

程方能考虑周全.以本题为例，点M 应分为四类进行讨论：原点、双曲线上的点、渐近线上

的点和其他位置的点，而相应的直线需要考虑与双曲线相切、与渐近线平行等各种情况，动

感体验的过程可以帮助我们更加慎密地思考问题.

4．点与椭圆位置关系的应用

例 4．已知椭圆  
2 2

2 2 0x yC a b
a b

∶ ＋ ＝1 ＞ ＞ 的离心率为
3
3

，过右焦点 F 的直线 l与C
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相交于 A、 B两点，当 l的斜率为 1 时，坐标原点O到 l的距离为
2
2

.

（I） 求 a，b的值；

（Ⅱ）C上是否存在点 P，使得当 l绕 F转到某一位置时，有OP OA OB
  

＝ ＋ 成立？若

存在，求出所有的 P的坐标与 l的方程；若不存在，说明理由.

（一）求 a、b的值

这是一个常规题.两个未知数，有两个联系这两个未知数的方程就可以解.由离心率为

3
3

可以得到关于 a，b的一个关系，现在挖掘另外一个条件.

设点T 为点O到直线 l的垂足，则在直角三角形OTF中，
oOFT 45 ，

2
2

OT ，

所以， 1OF ，即 1c .

由
3
3


a
ce 得， 3a .所以 222  cab .

图 6.1.39

（二）探索点 P的存在性

【动感体验】

这是一个探索性问题，l绕 F 旋转实际上是与 l的斜率有关的，因此可以设 l的斜率为 k，

利用点斜式列出直线 l的方程.根据题设条件 A、 B两点既然是 l与C的交点，其坐标就是

直线 l与C的方程组的解，可以通过 k表示.用点 A和点 B的坐标表示点 P的坐标，设

),( 11 yxA 和 ),( 22 yxB ，则 ),( 2121 yyxxOBOA  .因为 OP OA OB
  

＝ ＋ ，所以

),( 2121 yyxxOP  ，于是点 P的坐标等于 ),( 2121 yyxx  也可以用 k表示.若点 P

在C上， P点的坐标必然适合椭圆的方程.这样就得到了一个关于 k的方程.这个方程如果

有实数解，不仅说明C上存在适合条件的点 P还能求出这点的坐标以及直线 l的方程，否则
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这样的点不存在.

打开文件“6-1-例 4.dmr”，如图 6.1.40 所示，四边形 AOBP是平行四边形，则有

OBOAOP  .点 A可以被拖动，观察点 P是否可能在椭圆上.

图 6.1.40

【思路点拨】

若同时存在点 P在椭圆之外和椭圆之内两种情况，则肯定存在点 P在椭圆上的情况；

用点 A和点 B的坐标表示点 P的坐标，根据题设条件反求直线 l的斜率.

【动态解析】

如果这个题目仅仅是判断C上是否存在点 P，使得当 l绕 F 转到某一位置时，有

OP OA OB
  

＝ ＋ 成立？则无需以上复杂的计算.可以考虑这样一个连续的动态变化过程：当

直线 l垂直于轴时，点 P在椭圆外，当 l的斜率为零时，点 P在椭圆内，因此必然在一个中

间过程的某一时刻使得 P点落在椭圆上.

当 l 的 斜 率 不 存 在 时 ， 点 P 在 椭 圆 之 外 ， 如 图 6.1.41 所 示 . 这 是 因 为

OFOBOAOP 2 ， 322||  cOP .

图 6.1.41 图 6.1.42

当 l的些率为 0 时，点 P在椭圆之内，如图 6.1.42 所示，这是因为 OBOA  ，所以

0|| OP .
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所以一定存在点 P在椭圆上的情况，使得 OBOAOP  ，如图 6.1.43 和图 6.1.44

所示.

图 6.1.43 图 6.1.4

设 l 的斜率为 k ，由











1
23

)1(
22 yx
xky

得： 0636)32( 2222  kxkxk ，所以，

2

2

32
6
k

kxx BA 
 .

则： 2

2

32
6
k

kxxx BAP 
 ， 232

4)2(
k
kxxkyyy BABAP 


 .

当点 P在椭圆上时， 1
23

22

 PP yx
，代入化简得： 0)23)(2( 22  kk ，解得：

2k 或者 2k .

【简要评注】

这是一个常规的综合题，通过这个题说明对基本知识的熟练掌握是至关重要的.例如关

于椭圆的标准方程，直线方程的几种基本形式，如何求直线与椭圆的交点，点在椭圆上的条

件，有关向量的基本知识等等.此外就是如何分析题目的条件解决探索性问题.我们可以从探

求的点存在入手,转化为研究存在的条件是否能够满足.

不同于一般的存在性问题的解题思路，本题先论证了点 P的存在性，为后面的求解明

确了方向.

本节小结

直线与圆锥曲线的位置关系涉及到函数与方程、数形结合、划归、分类讨论等数学思想.

常规的方法是联立方程后转化为一元二次方程问题，灵活运用数形结合可以避免繁琐的计

算.

通过本节所讨论的问题可以看出，只定性地研究交点的个数、存在性等问题时，数形结

合会比单纯的代数运算让问题变得更直观、更简洁.
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拓展练习

1．直线 2y k 与曲线
2 2 2 29 18k x y k x  ( , )k R 且k 0 的公共点的个数为

（ ）

A．1 B．2 C．3 D．4

2．讨论直线 y ＝ kx＋b与曲线
2y ＝| x |＋1 交点的个数.

3．已知双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的右焦点为 F ，若过点 F 且倾斜角为60o 的

直线与双曲线的右支有且只有一个交点，求此双曲线离心率的取值范围.

4．在例 3 中，除了原点之外，是否还存在其它位置使得过点M 的任意直线都不可能

与双曲线有且只有一个公共点？

5．在例 3 中，点M 在哪些位置时，不存在过点M 的三条直线与双曲线有且只有一个

公共点？点M 在哪些位置时，不存在过点M 的四条直线与双曲线有且只有一个公共点？

第二节 圆与圆锥曲线

1．圆与抛物线的位置关系

例 1．若 A、B是抛物线 xy 42  上的不同两点，弦 AB（不平行于 y 轴）的垂直平

分线与 x轴相交于点 P，则称弦 AB是点 P的一条“相关弦”.已知当 2x 时，点 )0,(xP

存在无穷多条“相关弦”.给定 20 x .

（I）证明：点 )0,( 0xP 的所有“相关弦”的中点的横坐标相同；

（II）试问：点 )0,( 0xP 的“相关弦”的弦长中是否存在最大值？若存在，求其最大值

（用 0x 表示）：若不存在，请说明理由.

（一）证明点 )0,( 0xP 的所有“相关弦”的中点的横坐标相同

【动态体验】

根据 PM 是 AB的垂直平分线，得到 PBPA  ，可知 AB是以 P为圆心 PA 为半径的

圆的弦.设 tPA  ，于是 AB就是抛物线 xy 42  与圆
222

0 )( tyxx  的公共弦.
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打开文件“6-2-例 1.dmr”，如图 6.2.1 所示，拖动点 A可以改变点 P的相关弦 AB，

观察和研究 AB的中点M 的运动路径.

图 6.2.1

【思路点拨】

从抛物线 xy 42  与圆
222

0 )( tyxx  这两个方程消去 y 就得到 AB的端点的横

坐标.

【动态解析】

从 xy 42  与
222

0 )( tyxx  这两个方程消去 y 就得到 AB 的端点的横坐标满足

的方程 0)24( 22
00

2  txxxx ，再根据关于点M 是 AB的中点和根与系数的关系，

则有： 2
2

)24(
2 0

0 





 xxxxx BA
M .

所以点 )0,( 0xP 的所有“相关弦”的中点的横坐标都相同，等于 20 x .

另解：设弦 AB 所在直线方程为 bkxy  ，将其带入到抛物线方程中并化简得：

0)42( 222  bxkbxk .于是：

2

)42(
k
kbxx BA


 ， 2

2
2 k

kbxxx BA
M





 ， k

yM
2

 .

AB 的垂直平分线方程为 )(12
Mxx

kk
y  ，令 0y ，求出 Mxx  02 .于是点

)0,( 0xP 的所有“相关弦”的中点的横坐标满足条件 20  xxM .
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（二）探索点 )0,( 0xP 的“相关弦”的最长的弦

【动态解析】

对于点 )0,( 0xP 的“相关弦”来说， 0x 是常数.要求这其中的“相关弦”的弦长当中是

否存在最大值就需要把弦长考虑为某一变量的函数，进而考虑这个函数有无最大值.

联系到第一问已经得到的结果，自然想到线段 20  xx 上的点M 一旦确定 AB就随

之确定了.于是可以设M 的坐标为 ),2( 0 tx  ，把弦长考虑为 t的函数，用 t表示弦长.这时

PM 与 AB的斜率都可以用 t表示，直线 AB的方程就可以用含 t为参数的方程表示. AB又

是直线与抛物线相交所得到的弦，利用这两个方程组成的方程组不难得出 AB弦长借助 t表
示的函数解析式.这样问题就归结为所得到的函数是否存在最大值的问题了.

具体解法如下：

设M 的纵坐标为 t，直线 AB的方程为 )( Mxxkty  ，把 txxky M  )( 代入

2 4y x 中，整理得

0)(]2)([2 222  MM kxtxkxtkxk . （·）

则 BA xx 、 是方程（·）的两个实根，于是有 2

2)(
k
kxtxx M

BA


 .

设点 P的“相关弦” AB的弦长为 l，则：

22222 ))(1()()( BABABA xxkyyxxl 

))(1(4]4))[(1( 2222
BAMBABA xxxkxxxxk 

因为
2
tkMP  ，所以

t
k AB

2
 ，

2
2

)2(
4 t

xttxx M
BA  .

代入上式可得：

])2(
4

)[41(4 2
2

2
2 t

xttx
t

M
M 

MMM xxtttxt 16)1(4)4)(4( 2422 

MMM xxxt 16)1(4)]1(2[ 222 

222 )1(4)]1(2[  MM xxt

由于 20  xxM ，代入上式得： 2
0

2
0

22 )1(4)]3(2[  xxtl .

对于
2t 而言这是一个二次函数，要求这个函数的定义域必须考虑到M 的几何意义，于
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是有：

84)2(440 00
2  xxxt M ，于是 )84,0[ 0

2  xt .

当 )84,0[)3(2 00  xx 即 30 x 时 AB弦长有最大值 )1(2 0 x ；当 0)3(2 0 x

即 32 0  x 时，函数在 02 t 处取得最大值，此时 AB弦长有最大值 24 0 x .

进入文件“6-2-例 1.dmr”的第二页，呈现如图 6.2.2所示界面.通过变量尺改变字母

t的值或通过按钮设置它们的值，从而可以改变点M 的位置，观察动弦 AB以及 PM 、AB
斜率的变化，从而加深对解题思路的理解.还可以通过变量尺改变 x0的值或通过按钮设置它

的值，从而改变点 P的位置，验证不同情况下答案的正确性（先给定 0x 的值，通过笔算计

算 AB弦长的最大值，然后调整点M 的位置观察屏幕上的答案）.

图 6.2.2

【简要评注】

本题的第一问给了两个不同的思路，其一是把“相关弦”转化为圆与抛物线的交点问题，

进而发现“相关弦”重点的特点；其二是常规的办法用斜截式设出直线的方程，再考虑它与

抛物线相交弦的垂直平分线与 x 轴交点的横坐标过定点的条件.这两个思路的共同点都是从

运动变化的角度去寻找这其中的不变关系.

第二问的解决突出了“函数”的思想，这其中考虑了一系列紧密联系的量才得到弦长的

函数表达式.在求这个函数的最大值时要顾及函数的定义域，并用分类讨论的办法分情况求

出这个最大值.本题的计算量比较大，但更应该始终清晰本题总的解题思路.

本题计算机的动感体验应能加深对问题解决思路的理解，是平时学习和复习的有效手

段.

2．圆与椭圆位置关系的运用

例 2．已知椭圆的中心在原点，一个焦点是 )0,2(F ，且两条准线间的距离为 )4( dd .
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（I）求椭圆的方程；

（II）若存在过点 )0,1(A 的直线 l，使点 F关于直线 l的对称点在椭圆上，求 d 的取值

范围.

（一）求椭圆的方程

设椭圆的方程为 )0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

，由条件知 2c 且 d
c
a


22

，所以 da 2
，

4222  dcab ，故椭圆的方程是 )4(1
4

22




 d
d
y

d
x

.

（二）求 d 的取值范围

【动感体验】

这里的困难是过点 )0,1(A 的直线不止一条，如果设出此直线的方程，再求出点 F 关于

直线 l的对称点然后在考虑这点在椭圆上的计算量会比较大.不妨换个思路：考虑当过点 A
的直线绕这点转动时， F关于这条直线的对称点的轨迹.

打开文件“6-2-例 2.dmr”，如图 6.2.3 所示，点 'F 是点 F 关于直线 l的对称点，拖动

点 P可以使直线 l绕点 A任意旋转，研究点 'F 的轨迹；通过变量尺可以改变字母 d 的值或

通过按钮设置它的值.

图 6.2.3

【思路点拨】

将点 'F 在圆上的问题转换成为点 'F 的轨迹与椭圆的位置关系问题.

【动态解析】

因为点 'F 的轨迹是以点 A为中心、以 AF 长为半径的圆.如图 6.2.4 所示，当圆 A与

椭圆没有交点时，则点 'F 不可能在椭圆上；当 4d
d

越大即 d 越小时椭圆越扁，圆 A与椭

圆可能会有交点，如图 6.2.5 所示，则椭圆上存在点 F关于直线 l的对称点 'F .
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图 6.2.4 图 6.2.5

因此点 'F 在椭圆上的临界条件是圆 1)1( 22  yx 与椭圆 1
4

22





d
y

d
x

相切，如图

4所示.将
22 )1(1  xy 代入 1

4

22





d
y

d
x

得：

0)4(24 2  dddxx ，由△= 0)4(164 2  ddd 得：

0d （舍去）或者
3
16

d .

因此， d 的取值范围是
3
164  d .

【简要评注】

由于直线 l的不确定性，要直接求 d 的范围还需要引入中间参数，必然会增加计算的复

杂程度.本题巧妙地应用圆心与弦的性质将对称点问题转化为两图形交点的问题，从而简化

计算，轻松获得解得结果.

3．直角三角形的存在性问题

例 3．设 0b  ，椭圆方程为
2 2

2 2 1
2
x y
b b

  ，抛物线方程为
2 8( )x y b  ．如图 6.2.6

所示，过点 (0 2)F b ， 作 x轴的平行线，与抛物线在第一象限的交点为G，已知抛物线在

点G的切线经过椭圆的右焦点 1F ．
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图 6.2.6

（I）求满足条件的椭圆方程和抛物线方程；

（II）设 A B， 分别是椭圆长轴的左、右端点，试探究在抛物线上是否存在点 P，使得

ABP△ 为直角三角形？若存在，请指出共有几个这样的点？并说明理由（不必具体求出这

些点的坐标）．

（一）求椭圆方程和抛物线方程

只要求出b就能求出椭圆方程和抛物线方程了.挖掘已知条件：过点 (0 2)F b ， 作 x

轴的平行线与抛物线在第一象限的交点G的坐标如何表示；过这点的抛物线的切线方程能

否求出；椭圆的右焦点的坐标如何表示；根据这些条件能否得到关于b的方程.具体解法如

下：

由
2 8( )x y b  得 21

8
y x b  .

当 2y b  得 4x   ，所以 G 点的坐标为 (4, 2)b  ，
1'
4

y x ， 4' | 1xy   ，

过点 G的切线方程为 ( 2) 4y b x    即 2y x b   .

令 0y  得 2x b  ， 1F 点的坐标为 (2 ,0)b ，由椭圆方程得 1F 点的坐标为 ( ,0)b ，

2 b b   即 1b  .

椭圆和抛物线的方程分别为
2

2 1
2
x y  和

2 8( 1)x y  .

（二）研究 ABP△ 为直角三角形的情况

【动感体验】

打开文件“6-2-例 3.dmr”，如图 6.2.7 所示，拖动点 P可以改变 ABP△ 的形状，研究

ABP△ 是否可能为直角三角形以及 ABP△ 为直角三角形时点 P所应满足的条件.
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图 6.2.7

【思路点拨】

无非考虑以下两类情况：

以 AB为直角边.这只需要分别从 A B， 作长轴的垂线与抛物线相交就能够得到点 P；

这样可以得到两个符合条件的直角三角形.

以 AB为斜边.这只需要以 AB为直径作半圆和抛物线相交得到直角三角形的直角顶

点；这样又能得到两个符合条件的直角三角形..

【动态解析】

如图 1 所示，当点 P在点 A的正上方时， ABPA  ，这时 ABP△ 为直角三角形；类

似地，如图 6.2.8 所示，当点 P在点 B的正上方时， ABPB  ，这时 ABP△ 为直角三角

形，如图 6.2.9 所示.

图 6.2.8 图 6.2.9

若以 AB为直角三角形的斜边，点 P存在两个位置，如图 6.2.10 和图 6.2.11 所示，

则点 P存在于抛物线与以 AB为直径的圆的交点位置.
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图 6.2.9 图 6.2.11

综上所述，在抛物线上存在四个不同位置的点 P，使得 ABP△ 为直角三角形.

【简要评注】

除了需要注意分类的完整性之外，本题利用了圆的性质：直径所对的圆周角都是直角，

这是转化垂直关系的一种重要方法.

4．与向量垂直有关的问题

例 4．已知抛物线C：
22y x ，直线 2y kx  交C于 A B， 两点，M 是线段 AB 的

中点，过M 作 x轴的垂线交C于点 N ．

（Ⅰ）证明：抛物线C在点 N 处的切线与 AB平行；

（Ⅱ）是否存在实数 k使 0 NBNA ，若存在，求 k的值；若不存在，说明理由．

（一）证明抛物线C在点 N 处的切线与 AB平行

打开文件“6-2-例 4.dmr”，如图 6.2.12 所示，通过变量尺可以改变字母 k的值或通过

按钮设置它的值，从而可以任意改变直线 2 kxy 的斜率，观察直线 2 kxy 与抛物线

22xy  经过点 N 的切线之间的关系.

图 6.2.12
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由抛物线与直线的方程可以求M 的坐标与直线斜率的关系，然后就能求点 N 的横坐标

以及过这点的抛物线的切线斜率.具体解法如下：

设
2 2

1 1 2 2( 2 ) ( 2 )A x x B x x， ， ， ，把 2y kx  代入
22y x 得

22 2 0x kx   ．由韦达定理

得 1 2 1 2 1
2
kx x x x   ， ．

所以 1 2

2 4N M
x x kx x 

   ．

又因为
22' xy  ，因此 xy 4' ，所以抛物线在点 N 处的切线 l的斜率为 4

4
k k  ，所

以 ABl // ．

（二）研究满足条件 0 NBNA 的实数 k

【动感体验】

当 0 NBNA 时，点 N 必在以 AB为直径的圆上.进入文件“6-2-例 4.dmr”的第二

页，拖动点 K，观察以 AB为直径的圆与点 N 的关系，研究点 N 的存在性以及当点 N 存

在时，实数 k所应满足的条件.

图 6.2.13

【思路点拨】

将实数 k的存在性问题转换为点 N 是否存在于以 AB为直径的圆上的问题.

【动态解析】

若 0 NBNA ，则点 N 在以 AB为直径的圆周上，如图 6.2.14、图 6.2.15 所示，这

时 ||MN ||
2
1 AB .
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图 6.2.14 图 6.2.15

已知
4
kxx NM  ，则 2

4

2


kyM ，

8

2kyN  .所以 2
8

||
2


kMN .

而 ||1|| 2
BA xxkAB  BABA xxxxk 4)(1 22 

)1(4)
2
(1 22  kk 161

2
1 22  kk

所以 2
8

2


k 161

4
1 22  kk ，解得： 2k .

因此存在 2k ，使得 0 NBNA .

【简要评注】

本题利用圆的性质将实数存在性问题转换为求交点的问题，而本质上还是在研究两条圆

锥曲线的位置关系.

本节小结

圆与圆锥曲线属于两个二次曲线的问题，从方程的角度而言考察的内容思路超过了考试

大纲，但实际考察的是理解与转化能力.这些问题在近年来有一定的体现，也是学习过程中

应注意的一个方向.

圆是平面解析几何中的一个重要元素，它既应用广泛的几何性质，又可以用简洁的二次

方程表示，因而将圆作为一个解决问题的中间工具，可以大大简化解决问题的过程.

拓展练习

1，已知 1 2F F、 是椭圆的两个焦点．满足 1MF · 2MF ＝0 的点M 总在椭圆内部，求椭

圆离心率的取值范围.

2，双曲线
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0 0)a b ， 的两个焦点为 1F ， 2F ，若 P为其上一点，且
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||2|| 21 PFPF  ，求双曲线离心率的取值范围.

第三节 求参数的取值范围

1．直线与椭圆的位置关系

例 1．设 1F、 2F 分别是椭圆 1
4

2
2

 yx
的左、右焦点.设过定点 )2,0(M 的直线 l与

椭圆交于不同的两点 A、B，且∠ AOB为锐角（其中O为坐标原点），求直线 l的斜率 k的
取值范围.

【动感体验】

打开文件“6-3-例 1.dmr”，通过变量尺可以改变字母 k的值或者通过按钮设置它的值，

从而改变直线 l的斜率，观察∠ AOB为锐角时，直线 l与椭圆的关系.图 6.3.1-6.3.3 为其

中的几种情况.

图 6.3.1 图 6.3.2

图 6.3.3

【思路点拨】

关键问题是如何找到∠ AOB与直线斜率的关系. 自然想到通过向量OA和OB的数量
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积找到这个联系，因为 A、B两点的坐标是与直线的斜率和OA、OB向量的数量积密切相

关的.

【动态解析】

显然直线 0x  不满足题设条件，可设直线    1 2 2 2: 2, , , ,l y kx A x y B x y  ，联立

2
2

2

1
4

y kx
x y

 



 

，消去 y ，整理得： 2 21 4 3 0
4

k x kx     
 

. 所以

1 2 1 2
2 2

4 3,1 1
4 4

kx x x x
k k

    
 

.

由

 2 214 4 3 4 3 0
4

k k k         
 

得：
3
2

k  或
3
2

k   . 又因为

0 00 0 90 cos 0 0 0A B A B OA OB        
 

所以

1 2 1 2 0OA OB x x y y   
 

.

又因为

  1 2 1 22 2y y kx kx  

 2
1 2 1 22 4k x x k x x   

2 2

2 2

3 8 41 1
4 4

k k

k k


  

 

2

2

1
1
4

k

k

 



.

∵
2

2 2

3 1 01 1
4 4

k

k k

 
 

 
，即

2 4k  ，∴ 2 2k   .

故由①、②得
32
2

k    或
3 2
2

k  .

【简要评注】

利用向量构造不等式，利用韦达定理整体代换都是简化计算的重要途径.
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2．直线与双曲线的位置关系

例 2．已知 m、 n是过点 )02( ，P 的两条互相垂直的直线，且 m、 n与双曲线

122  xy 各有两个交点，分别为 11 BA、 和 22 BA、 .

（I）求m的斜率 k的取值范围；

（II）若 ||5|| 2211 BABA  ，求m、 n的方程.

（一）求满足条件的直线 1l 的斜率 1k 的取值范围

【动感体验】

讨论直线m与双曲线 122  xy 有两个交点的斜率取值范围是一个常规问题，实际上

只需考虑由直线方程与双曲线方程组成的方程组有两组不同的实数解的条件，问题归结为求

判别式大于零的条件.现在要求m、 n与双曲线 122  xy 各有两个交点无非是解两个关

于判别式的不等式组的解.在图形方面，当两条直线都与双曲线有两个交点时，这两条直线

的斜率需要满足什么条件呢？例如与双曲线渐近线的位置关系.打开文件“6-3-例 2.dmr”，

如图 6.3.4，不妨将实直线表示为m，则虚直线表示为 n，m⊥ n .通过变量尺可以改变 k的
值或通过按钮设置它的值，从而改变m的斜率，n的斜率也随之改变并与m保持垂直.观察

和研究在m、 n与双曲线 122  xy 各有两个交点的情况.

图 6.3.4

【思路点拨】

考虑直线与双曲线相切、与双曲线的渐近线平行等临界情况.从特殊情况开始讨论问题.

【动态解析】

当 1k 从 0增大的过程中，可分为几种情况：
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（1）m与双曲线 122  xy 没有交点（图 6.3.5）.

图 6.3.5 图 6.3.6

（2）m与双曲线 122  xy 相切（图 6.3.6）、将直线m的方程 )2(  xky 代入

双曲线的方程 122  xy ，得： 01222)1( 2222  kxkxk .由△= 0)13(4 2 k ，

解得：
3
3

k 或
3
3

k （舍去）.

（3）m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有两个交点（图

6.3.7）.

图 6.3.7 图 6.3.8

（4）m与双曲线 122  xy 的渐近线 xy  平行（图 6.3.8），容易知道，这时 11 k .

（5）m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有两个交点（图

6.3.9）.
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图 6.3.9 图 6.3.10

（6）m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 相切（图 6.3.10）.

这种情况下，可解得
3
3

nk ，因此 3k .

（7）m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 没有交点（图

6.3.11）.

图 6.3.11

对 0k 的情况进行总结如下：

当
3
30  k 时，m与双曲线 122  xy 没有交点；

当
3
3

k 时，m与双曲线 122  xy 有一个交点；
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当 1
3
3

 k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有两

个交点；

当 1k 时，m与双曲线 122  xy 有一个交点；

当 31  k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有两

个交点；

当 3k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 有一个交

点；

当 3k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 没有交点.

当 0k 时，得到类似的情况，各种情况如下：

当 0
3
3

 k 时，m与双曲线 122  xy 没有交点（图 6.3.12）；

图 6.3.12 图 6.3.13

当
3
3

k 时，m与双曲线 122  xy 有一个交点（图 6.3.13）；

当
3
31  k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有

两个交点（图 6.3.14）；
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图 6.3.14 图 6.3.15

当 1k 时，m与双曲线 122  xy 有一个交点（图 6.3.15）；

当 13  k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点且 n与双曲线 122  xy 有

两个交点（图 6.3.16）；

图 6.3.16 图 6.3.17

当 3k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 有一个

交点（图 6.3.17）；

当 3k 时，m与双曲线 122  xy 有两个交点而 n与双曲线 122  xy 没有交

点（图 6.3.18）.
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图 6.3.18

综上所述：当 13  k 或
3
31  k 或 1

3
3

 k 或 31  k 时，m、n

与双曲线 122  xy 各有两个交点.

另解：设直线m的斜率为 k，则直线m的方程为： )2(  xky ，代入到 122  xy

中并化简得 01222)1( 2222  kxkxk .

其判别式为 412)12)(1(48 2224  kkkk ，解不等式 0412 2  k 得

3
3|| k 但 1|| k .

类似地可以求出 n与双曲线 122  xy 有两个交点的条件是 3|| k 但 1|| k .综上

m、 n与双曲线 122  xy 各有两个交点的条件是：

13  k 或
3
31  k 或 1

3
3

 k 或 31  k .

（二）当 ||5|| 2211 BABA  时，求m、 n的方程

这 同 样 是 一 个 关 于 直 线 与 圆 椎 曲 线 相 交 所 得 弦 长 的 常 规 问 题 ， 利 用

||5|| 2211 BABA  的条件列出关于直线m的斜率 1k 的方程.具体解法如下：

由 ||5|| 2211 BABA  得：
2

22
2

11 ||5|| BABA  .

将 将 直 线 m 的 方 程 )2(1  xky 代 入 双 曲 线 的 方 程 122  xy ， 得 ：

01222)1( 2
1

2
1

22
1  kxkxk ，设 )( 111 yxA ， 、 )( 221 yxB ， ，则有：
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1
22

2
1

2
1

21





k
k

xx 、
1
12

2
1

2
1

1




k
k

xx .又：

)4))((1())(1()()(|| 21
2

21
2

1
2

21
2

1
2

21
2

21
2

11 xxxxkxxkyyxxBA 

代入得：
22

1

2
12

12
1

2
1

22
1

4
12

1
2

11 )1(
13

)1(4)
1
)12(4

)1(
8

)(1(||













k
k

k
k
k

k
k

kBA

同理可得：
22

2

2
22

2
2

22 )1(
13

)1(4||





k
k

kBA .

又因为：
1

2
1
k

k  ，因此，

22
1

2
12

1
2

2
1

2
1

2
1

2
22 )1(

3)1(4
)11(

13

)11(4||










k

kk

k

k
k

BA

由 ||5|| 2211 BABA  得：
2

22
2

11 ||5|| BABA  ，即：

22
1

2
12

122
1

2
12

1 )1(
3

)1(45
)1(
13

)1(4










k
k

k
k
k

k ，解得： 21 k 或 21 k .

当 21 k 时，
2
2

2 k ，对应的直线方程分别为：

m： )2(2  xy ， n： )2(
2
2

 xy ；

当 21 k 时，
2
2

2 k ，对应的直线方程分别为：

m： )2(2  xy ，n： )2(
2
2

 xy .

【简要评注】

在讨论直线与双曲线的位置关系时不要有遗漏的情况.
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3．抛物线与双曲线位置关系的应用

例 3．双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的右支上存在一点，它到右焦点及左准线的

距离相等，求双曲线的离心率的取值范围.

【动感体验】

假设到右焦点（ c，0）及左准线
c
ax
2

 的距离相等的点为 P，则点 P在以双曲线的

右焦点为焦点、双曲线的左准线为准线的抛物线上.打开文件“6-3-例 3.dmr”，如图 6.3.19

所示，抛物线用虚线表示，双曲线用实线表示，通过变量尺可以改变参数 a、b的值或通过

按钮设置它们的值，研究点 P存在的情况下，双曲线与抛物线的关系.

图 6.3.19

【思路点拨】

将点 P的存在性问题转化为研究抛物线与双曲线有无公共点，由此应该能确定抛物线

的顶点在双曲线的右顶点的左侧或与之重合.

【动态解析】

该抛物线的顶点横坐标为
c
b

c
acc

ac

222

222

2







，所以当点 P存在时， a
c
b


2

2

，整

理得： 012)( 2 
a
c

a
c

，解得：

2121 
a
c

.

又因为双曲线的离心率大于 1，因此，双曲线离心率的取值范围是（1， 21 ）.

如图 6.3.20-6.3.23 所示，为几种成立和不成立的情况：
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图 6.3.20

图 6.3.21

图 6.3.22

图 6.3.23
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【简要评注】

本题利用顶点位置构造不等式，既直观又简洁.

4．与双曲线有关的非线性规划问题

例 4．在平面直角坐标系中，点 A B C， ， 的坐标分别为 (0 1) (4 2) (2 6)，，，，， .如果 ( )P x y，

是 ABC△ 围成的区域（含边界）上的点，那么当 w xy 取到最大值时，点 P 的坐标

是 .

【动感体验】

先退一步考虑：如果 ( )P x y， 是平面直角坐标系中满足 1xy 的点，这样的点显然不

只一个，这样点的集合应该是怎样的图形？自然容易想到双曲线 1xy .如果要求变了，改

成
2
1

xy ，这样的点自然在双曲线
2
1

xy 上.如果要求 )0(  wwxy ，w是可以变化的

参数，容易想到这应该是一系列双曲线组成的双曲线族.回到本题，自然要关注双曲线族在

ABC△ 围成的区域（含边界）内何时w取最大值.这样一来问题就应刃而解了.

由w xy 得：
x
wy  .打开文件“6-3-例 4.dmr”，虚线表示方程

x
wy  对应的曲线，

对于曲线上
x
wy  的点 ( )P x y， 对应相等的 w .而曲线

x
wy  可以经过 ABC△ 区域的哪

些点呢？通过变量尺改变w的值或通过按钮设置它的值，观察w所能取到最大值时曲线与

ABC△ 的位置关系.如图 6.3.24-6.3.27 所示为其中的几种情形.

图 6.3.24 图 6.3.25
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图 6.3.26 图 6.3.27

【思路点拨】

当 0w 时，w越大，函数
x
wy  的图像距离原点越远.

【动态解析】

容易知道，当函数
x
wy  经过点 )2,4(B 或经过点 )6,2(C 或者与直线 BC（方程

42
26

4
2








x
y

）相切时，w最大.

当函数
x
wy  经过点 )2,4(B 时，求得： 8w ；当函数

x
wy  经过点 )6,2(C 时，求得：

12w .

当函数
x
wy  直线 BC相切时，由

42
26

4
2








x
y

得 102  xy ，代入：
x
wy  得到

0102 2  wxx ，由 08100  w 解得：
2
25

w .这时解得：
2
5

x ， 5y .

综上所述，当w xy 取得最大值
2
25

，点 P的坐标为 )5
2
5( ， .

【简要评注】

与线性规划问题不同的是，在这里最优解对应的位置不一定在区域的顶点位置.

5．与双曲线有关的向量夹角问题

例5．设动点 P到点 ( 1 0)A  ， 和 (1 0)B ， 的距离分别为 1d 和 2d

2APB   ，且存在常数 (0 1)   ，使得
2

1 2 sind d   ．

（I）证明：动点 P的轨迹C为双曲线，并求出C的方程；

（II）过点 B作直线交双曲线C的右支于M N， 两点，试

y

y

P

BOA

1d

2d
2
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确定的范围，使 0ONOM ，其中点O为坐标原点．

（一）证明动点 P的轨迹C为双曲线

从双曲线的定义出发考虑：

在 PAB△ 中， 2AB  ，即 2 2 2
1 2 1 22 2 cos 2d d d d    ， 2 2

1 2 1 24 ( ) 4 sind d d d    ，

即
2

1 2 1 24 4 sin 2 1 2d d d d        （常数），点 P的轨迹C是以 A B， 为焦点，

实轴长 2 2 1a   的双曲线．

方程为：
2 2

1
1
x y
 
 


．

（二）求满足条件的的取值范围

【动感体验】

打开文件“6-3-例 5.dmr”，通过拖动点 P可以改变经过点 B的直线的倾斜角，通过变

量尺可以改变λ的值或者通过按钮设置它的值，观察直线的倾斜角变化过程中 MON 的变

化规律，如图 6.3.29-6.3.32 所示是其中的几种情形.

图 6.3.29 图 6.3.30

图 6.3.31 图 6.3.32

使得经过点 B的直线垂直于 x轴，通过变量尺改变的值或通过按钮设置它的值，观

察对 MON 的影响.如图 6.3.33-6.3.36 所示是几种情形.
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图 6.3.33 图 6.3.34

图 6.3.35 图 6.3.36

通过以上情形，请你研究当存在 0ONOM 时，的取值范围.

【思路点拨】

考虑经过点 B的直线的倾斜角对 MON 的影响.

【动态解析】

可以发现：

对于任意的，当经过点 B的直线的倾斜角为
2


时， MON 的值最大.因此，若存在

0ONOM ，则需要
2


MON .

对于任意的，当经过点 B的直线与双曲线的渐近线（经过第一象限）平行时， MON

的值最小（实际上不存在）.所以，若存在 0ONOM 则要求
2


NMO .

设 1 1( )M x y， ， 2 2( )N x y， .

①当MN垂直于 x轴时，MN的方程为 1x  ， (11)M ，， (1 1)N ， 在双曲线上．

即
21 1 1 51 1 0

1 2
  

 
 

       


，因为0 1  ，所以
5 1
2

 
 ．

②当MN不垂直于 x轴时，设MN的方程为 ( 1)y k x  ．
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由

2 2

1
1

( 1)

x y

y k x
 


 


  

得： 2 2 2 2(1 ) 2(1 ) (1 )( ) 0k x k x k              ，

由题意知：
2(1 ) 0k      ，所以

2

1 2 2
2 (1 )
(1 )
kx x

k


 
 

 
 

，

2

1 2 2
(1 )( )

(1 )
kx x
k

 
 

  


 
．

于是：

2 2
2

1 2 1 2 2( 1)( 1)
(1 )
ky y k x x

k


 
   

 
．因为 0ONOM ，且M N， 在双

曲线右支上，所以

2
1 2 1 2 2

2
1 2

2 2
1 2

(1 )0 (1 )
5 1 210 1 1
2 31 00 1

x x y y k
x x

kx x

    
    


 


                 
        

.

由①②知，
5 1 2
2 3


≤ ．

【简要评注】

求参数的取值范围问题是常见的综合性问题，在解析几何的相关问题中，一般还会和图

形之间的几何关系结合在一起，构造满足题设条件的不等式是解答的关键.

本节小节

求参数的取值范围在各种类型的问题中都可能出现，在这里关键是通过图形之间的位置

关系找到题设条件成立的临界状态.

拓展练习

1，设 1F、 2F 分别是椭圆 1
4

2
2

 yx
的左、右焦点.若 P是该椭圆上的一个动点，求

1PF · 2PF 的最大值和最小值.

2，如图，椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的一个焦点是 )0,1(F ，O为坐标原点．

（Ⅰ）已知椭圆短轴的两个三等分点与一个焦点构成正三角形，求椭圆的方程；

（Ⅱ）设过点 F 的直线 l交椭圆于 A， B两点．若直线 l绕点 F 任意转动，恒有

2 2 2OA OB AB  ，求 a的取值范围．

3，已知 )02( ，P ，对于抛物线 mxy 2
上任何一点Q， 2|| PQ ，则m的取值范围

是 .

4，已知双曲线
2

2 1
2
xC y ： ．已知点M 的坐标为 (0 1)，．设 P是双曲线C上的点，Q
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是点 P关于原点的对称点．记 MQMP  ．求的取值范围.

第四节 动态直角三角形问题

1．与椭圆有关的动态直角三角形

例 1．设椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的左、右焦点分别为 1 2F F A， ， 是椭圆上的一点，

2 1 2AF F F ，原点O到直线 1AF 的距离为 1
1
3
OF ．

（Ⅰ）证明 2a b ；

（Ⅱ）求 (0 )t b ， 使得下述命题成立：设圆
2 2 2x y t  上任意点 0 0( )M x y， 处的切

线交椭圆于 1Q ， 2Q 两点，则 1 2OQ OQ ．

（一）证明 2a b

证法一：由题设 2 1 2AF F F 及 1( 0)F c ， ， 2 ( 0)F c， ，不妨设点 ( )A c y， ，其中 0y  ，

由于点 A在椭圆上，有
2 2

2 2 1c y
a b

  ，
2 2 2

2 2 1a b y
a b


  ，解得
2by
a

 ，从而得到

2bA c
a

 
 
 
， ，

直线 2AF 的方程为
2

( )
2
by x c
ac

  ，整理得
2 22 0b x acy b c   ．

由题设，原点O到直线 1AF 的距离为 1
1
3
OF ，即

2

4 2 23 4
c b c

b a c



，将

2 2 2c a b  代

入原式并化简得
2 22a b ，即 2a b ．

证法二：同证法一，得到点 A的坐标为

2bc
a

 
 
 
， ，过点O作 1OB AF ，垂足为H ，

易知△ BOF1 ∽△ AFF 21 ，故
2

1 1

BO F A
OF F A

 .

由椭圆定义得 1 2 2AF AF a  ，又 1
1
3

BO OF ，所以
2 2

1 2

1
3 2

F A F A
F A a F A

 


，解
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得 2 2
aF A  ，而

2

2
bF A
a

 ，得
2

2
b a
a
 ，即 2a b ．

（二）求满足条件的参数 t的值

方法一：

打开文件“6-4-例 1.dmr”，如图 6.4.1-6.4.2 所示，虚线圆即为所求，拖动点M 观察

21OQQ 的变化规律.

图 6.4.1 图 6.4.2

圆
2 2 2x y t  上的任意点 0 0( )M x y， 处的切线方程为

2
0 0x x y y t  ．

当 (0 )t b ， 时，圆
2 2 2x y t  上的任意点都在椭圆内，故此圆在点 A处的切线必交

椭圆于两个不同的点 1Q 和 2Q ，因此点 1 1 1( )Q x y， ， 2 2 2( )Q x y， 的坐标是方程组

2
0 0
2 2 22 2
x x y y t
x y b

  


 

       ①

      ②
的解．当 0 0y  时，由①式得

2
0

0

t x xy
y




代入②式，得

22
2 20

0

2 2t x xx b
y

 
  

 
，即

2 2 2 2 4 2 2
0 0 0 0(2 ) 4 2 2 0x y x t x x t b y     ，

于是：

2
0

1 2 2 2
0 0

4
2
t xx x
x y

 


，

4 2 2
0

1 2 2 2
0 0

2 2
2
t b yx x
x y





0

21
2

0

10
2

21 y
xxt

y
xxt

yy 



 4 2 2

0 1 2 0 1 22
0

1 ( )t x t x x x x x
y

     

2 4 2 2
4 2 20 0

0 02 2 2 2 2
0 0 0 0 0

4 2 21
2 2
t x t b yt x t x

y x y x y
 

     

4 2 2
0

2 2
0 0

2
2
t b x
x y





．
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若 1 2OQ OQ ，则：

4 2 2 4 2 2 4 2 2 2
0 0 0 0

1 2 1 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 3 2 ( ) 0
2 2 2
t b y t b x t b x yx x y y
x y x y x y
   

    
  

．

所以， 4 2 2 2
0 03 2 ( ) 0t b x y   ．由 2 2 2

0 0x y t  ，得 4 2 23 2 0t b t  ．在区间 (0 )b， 内

此方程的解为
6
3

t b .

当 0 0y  时，必有 0 0x  ，同理求得在区间 (0 )b， 内的解为
6
3

t b ．

另一方面，当
6
3

t b 时，可推出 1 2 1 2 0x x y y  ，从而 1 2OQ OQ ．

综上所述，
6 (0 )
3

t b b  ， 使得所述命题成立.

方法二：

考虑一个特殊情况：取圆
2 2 2x y t  与 x轴的交点 0 0( )M x y， (如图 6.4.3 所示)，

图 6.4.3

此时 tx 0 ，把 tx 0 代入到方程 1
2 2

2

2

2


b
y

b
x

得 )
2

1( 2

2
22

1 b
tbyQ  ，因为

2
1

2|| QyOM  ， 所 以
2

2
22 tbt  ，

22

2
3 bt  ， bt

3
6

 . 下 面 只 需 证 明 对 于 圆

3
2 2

22 byx  任意一点 0 0( )M x y， 的切线交椭圆于 1Q ， 2Q 两点，都满足 1 2OQ OQ ．不
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失一般性，为计算简便计，令 32 b ，现在证明圆 222  yx 上任意一点 0 0( )M x y， 的

切线 200  yyxx 交椭圆 62 22  yx 于 1Q ， 2Q 两点，都满足 1 2OQ OQ .还是通过向

量的数量积等于零的途径证.

设 1Q ， 2Q 两点的坐标分别为 ),( 11 yx ， ),( 22 yx ，由切线方程 200  yyxx 得

0

02
y
xxy 

 ， 代 入 到 方 程 62 22  yx 中 得 到 6
)2(

2
2

2
0

02 



y
xx

x ， 化 简 得

0688)2( 2
00

22
0

2
0  yxxxxy

由于 0 0( )M x y， 在圆 222  yx 上，所以
2
0

2
0 2 xy  ，于是上面的方程可化为

0468)2( 2
00

22
0  xxxxx ，所以：

2
8
2
0

0
21 

x
xxx ，

2
46

2
0

2
0

21 



x
x

xx .

0

20

0

10
21

22
y
xx

y
xxyy 





])(24[1
21

2
02102

0

xxxxxx
y



]
2
46

2
16

4[1
2
0

2
0

4
0

2
0

2
0

2
0 







x
xx

x
x

y

2
81661

2
0

2
0

4
0

2
0 




x
xx

y

0
2

)2)(46(81661
2
0

2
0

2
0

2
0

4
0

2
0

2121 





x
xxxx

y
yyxx

可见 021 OQOQ ， 1 2OQ OQ .综上所述，
6 (0 )
3

t b b  ， 可使所述命题成立.

【简要评注】

由于本题所研究的是圆的任意切线与椭圆交点的问题，构成了一个动态直角三角形的问

题.求解时既要考虑一般情况，也要检查特殊情况.

对于一个任意的椭圆，结论（II）是否还成立呢？请见附后的练习 2.
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2．与椭圆有关的动态三角形面积

例 2．已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的离心率为
6
3

，短轴一个端点到右焦点的距

离为 3 ．

（Ⅰ）求椭圆C的方程；

（Ⅱ）设直线 l与椭圆C交于 A B， 两点，坐标原点O到直线 l的距离为
3
2

，求 AOB△

面积的最大值．

（一）求椭圆C的方程

设椭圆的半焦距为 c，依题意

6
3
3

c
a
a





 

，

，

，所以 1b .

因此，所求椭圆方程为
2

2 1
3
x y  ．

（二）求 AOB△ 面积的最大值

【动感体验】

根据坐标原点O到直线 l的距离为
3
2

想到直线 l是以原点O为圆心
3
2

为半径的圆的

切线.而以椭圆的半长轴和半短轴为直角边的直角三角形的高恰好也是
3
2

.可以猜想随着

直线 l的变化 AOB△ 可能也是直角三角形，如果确实是这样的话，求 AOB△ 面积的最大值

就转化为求弦 AB的最大值了.凭几何直观这个最大值就是以椭圆的半长轴和半短轴为直角

边的直角三角形的斜边.

打开文件“6-4-例 2.dmr”，如图 6.4.4 所示，点M 是以原点为圆心的圆上的任意点，

点 A、点 B是经过点M 的圆的切线与椭圆
2

2 1
3
x y  的两个交点.拖动点，观察 AOB 的

变化规律.
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图 6.4.4

这是因为圆O的半径等于 22

22

ba
ba


，即 22

22

||
ba
baOM


 ，这就是我们在前面的练

习 2 中所要证明的结论.

进入文件“6-4-例 2.dmr”的第二页，如图 6.4.5 所示，点M 是以原点为圆心的圆上

的任意点，点 A、点 B是经过点M 的圆的切线与椭圆 1
3

2
2

 yx
的两个交点.拖动点M ，

观察 AOB 的变化规律.

图 6.4.5

在本题中， 32 a 、 12 b ，因此
2
3

22

22


 ba
ba

，正好就是O到直线 l的距离
3
2

.

所以在本题中，仍然有 AOB 为直角（证明过程见练习 2 的一般性结论）.

【思路点拨】

因为直角三角形 ABC的高等于OM，为定值.因此，求 AOBRt 面积的最大值只需求

|| AB 的最大值.根据 AOBRt 的性质，表示 || AB .

【动态解析】

设 1 1( )A x y， ， 2 2( )B x y， ．

（1）当 AB x⊥ 轴时， 3AB  ．

（2）当 AB与 x轴不垂直时，

设直线 AB的方程为 y kx m  ．由已知
2

3
21

m

k



，得 2 23 ( 1)

4
m k  ．

把 y kx m  代入椭圆方程，整理得
2 2 2(3 1) 6 3 3 0k x kmx m     ，

1 2 2

6
3 1
kmx x

k


  


，
2

1 2 2

3( 1)
3 1
mx x
k





．
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2 2 2
2 1(1 )( )AB k x x   

2 2 2
2

2 2 2

36 12( 1)(1 )
(3 1) 3 1
k m mk
k k

 
     

2 2 2 2 2

2 2 2 2
12( 1)(3 1 ) 3( 1)(9 1)

(3 1) (3 1)
k k m k k

k k
    

 
 

2

4 2
2

2

12 12 123 3 ( 0) 3 419 6 1 2 3 69 6

k k
k k k

k

      
    

≤ ．

当且仅当
2

2

19k
k

 ，即
3
3

k   时等号成立．当 0k  时， 3AB  ，

综上所述
max

2AB  ．

当 AB 最大时， AOB△ 面积取最大值
max

1 3 3
2 2 2

S AB    ．

【简要评注】

本题处理的一个技巧是将点到直线的距离为定长转化为圆的切线系，从中也可以看到与

例 1 的解答过程有异曲同工之处.

若题设中，方程对应的是一个任意椭圆，那么在什么情况下 AOB△ 面积的最大值呢？

请见附后的练习 3.

3．与双曲线有关的动态直角三角形

例 3．已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的离心率为 3，右准线方程为
3
3

x 

（I）求双曲线C的方程；

（II）设直线 l是圆
2 2: 2O x y  上动点 0 0 0 0( , )( 0)P x y x y  处的切线，l与双曲线C

交于不同的两点 ,A B，证明 AOB 的大小为定值.

（一）求双曲线C的方程

由题意得














3

3
32

a
c
c
a

，解得： 1a ， 3c .

所以， 2222  acb ，因此双曲线的方程为：
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1
2

2
2 

yx .

（二）证明 AOB 的大小为定值

【动感体验】

打开文件“6-4-例 3.dmr”，点 P是圆
2 2: 2O x y  上的动点，拖动点 P观察 AOB

的变化规律，如图 6.4.6-6.4.9 所示为其中的几种情况.

图 6.4.6 图 6.4.7

图 6.4.8 图 6.4.9

【思路点拨】

通过计算 0OBOA 成立，推导 AOB 为定值.

【动态解析】

点 ),( 00 yxP )0( 00 yx 在圆 222  yx 上，圆在点 ),( 00 yxP 处的切线 l的方程为：

)( 0
0

0
0 xx

y
xyy  ，化简得： 200  yyxx .

由











2

1
2
00

2
2

yyxx

yx
及 22

0
2
0  yx 得 0284)43( 2

00
22

0  xxxxx .

因为切线 l与双曲线C交于不同的两点 A， B，且 20 2
0  x ，所以 043 2

0 x ，且

0)28)(43(416 2
0

2
0

2
0  xxx .



76

设 A， B两点的坐标分别为 ),( 11 yx ， ),( 22 yx ，则：

43
4
2
0

0
21 


x
xxx ，

43
28

2
0

2
0

21 



x

xxx .

因为
||||

cos
OBOA
OBOAAOB



 ，

且 )2)(2(1
20102

0
212121 xxxx

y
xxyyxxOBOA 

0
43
82

43
28

]
43
)28(

43
84[

2
1

43
28

])(24[
2
1

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

21
2
02102

0
21































x
x

x
x

x
xx

x
x

xx
x

xxxxxx
x

xx

所以， AOB 为
o90 .

【简要评注】

与例 1、例 2 相比较，这里不过是将椭圆换成了双曲线，只是问题的环境发生了迁移，

而求解的方法没有本质的改变.

对于一般的双曲线，当圆的半径为多大时能使得 AOB 依然为定值呢？请见附后的练

习 5.

本节小结

在引入代数方法后，对圆锥曲线的研究、探索不再是各行其道，而是高度统一，这就是

解析几何的成就. 本节的几个例子，虽然问题的提法不同，经过作图分析和代数化简，就可

以发现它们本质上来源于同一个问题. 自己动手将某一类型的问题彻底研究清楚，不但在解

题上有帮助，还能帮助你增加对数学的认识，也是一种创新性学习的过程.

拓展练习

1．设椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的左、右焦点分别为 1 2F F A， ， 是椭圆上的一点，

2 1 2AF F F ，原点O到直线 1AF 的距离为 1
1
3
OF ．

（Ⅰ）证明 2a b ；

（Ⅱ）设 1 2Q Q， 为椭圆上的两个动点， 1 2OQ OQ ，过原点O作直线 1 2QQ 的垂线OD，

垂足为D，求点D的轨迹方程．

2．设椭圆的方程为： 12

2

2

2


b
y

a
x

.求 t使得下述命题成立：设圆
2 2 2x y t  上任意
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点 0 0( )M x y， 处的切线交椭圆于 1Q ， 2Q 两点，则 1 2OQ OQ ．

3．已知椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

，点 A和点 B是椭圆上两点，且 BOAO （点O为坐标原

点），求 AOB△ 面积的最大值和最小值．

4．设椭圆 E：
2 2

2 2 1( , 0)x y a b
a b

   过点 )2,2(M ， )1,6(N ，O 为坐标原点；

（Ⅰ）求椭圆 E的方程；

（Ⅱ）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆 E恒在两个交点 A，

B且 OBOA ？若存在，写出该圆的方程，并求 AB 的取值范围；若不存在，说明理由.

5．设双曲线的方程为： 12

2

2

2


b
y

a
x

.求 t使得下述命题成立：设圆
2 2 2x y t  上任意

点 ),( 00 yxP 处的切线交双曲线于 ,A B两点，则 OBOA ．



78

第七章 导数

导数是研究函数性质、解决许多实际问题的有力工具. 导数的内容是热点，往往具有较

高的综合性，难度在中等以上的水平，所占分值较大.
解答有关导数的试题，主要应抓住函数与它的导函数的关系，从而把握函数的变化规律.

第一节 函数的单调性

1．讨论带参数的函数单调性

例 1．已知函数 xa
x

xxf ln12)(  ， 0a .

（I）讨论 ( )f x 的单调性；

（II）设 3a ，求 ( )f x 在区间[1， 2e ]上值域.期中 e =2.71828…是自然对数的底数.

（一）讨论 )(xf 的单调性

【动态解析】

需要先求函数 )(xf 的导数，继而根据导数的正负判断函数的增减性.

2

2

2

2-21)('
x
axx

x
a

x
xf 

 ，因为分母恒大于零，所以只需讨论分子的符号，也

就是这个含有参数 a的二次函数的符号，需要对 a分类讨论.

打开文件“7-1-例 1.dmr”，实线为 )(xf 的图像，虚线为 )(' xf 的图像.通过变量尺可以

改变实数 a的值或通过按钮设置它的值，观察实数 a对 )(xf 的单调性的影响. 如图 7.1.1、

7.1.2所示为其中的两种情形.
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图 7.1.1 图 7.1.2

当
2 4 2 0a    ，即 220  a 时，如图 7.1.1 所示， 0)(' xf 恒成立，则在定义

域{ x | 0x }上单调递增.

当
2 4 2 0a    ，即 22a 时，如图 7.1.2所示，令 0)(' xf 得

2
82

1



aax ，

2
82

2
 aax . 当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x 0( ， )
2

82  aa 2
82  aa 2

8(
2  aa ，

)
2

82  aa 2
82  aa 2

8(
2  aa ，

)

( )f x  0 － 0 

( )f x ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以 ( )f x 在 0( ， )
2

82  aa
，

2
8(

2  aa
， ) 内单调递增，在

2
8(

2  aa
，

)
2

82  aa
内单调递减.

（二）求 3a 时 ( )f x 在区间[1， 2e ]上值域

如图 7.1.3 所示，因为 223 a ，这时方程 0)(' xf 的两个实数根为 1 和 2. 函

数 ( )f x 在区间（0，1）上是增函数，在 1x 时取得极大值 0，在[1，2]是减函数，在 2x

时取得极小值 2ln32  ，在[2， 2e ]上是增函数，当
2ex  时 ( )f x 取得最大值 52

2
2 

e
e .

所以， ( )f x 在区间[1， 2e ]上值域为[ 2ln32  ， 52
2

2 
e

e ].
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图 7.1.3
【简要评注】

对于连续可导函数，当 0)(' xf 且 0)(' xf 只在一些孤立点取得时（即不在任何区

间恒成立），都有 )(xf 单调递增. 在对参数分类讨论时，应注意端点取值.

2．函数在指定区间上的单调性质

例 2．已知函数
4 3 21 9( )

4 2
f x x x x cx    有三个极值点.

（I）证明： 27 5c   ；

（II）若存在实数 c，使函数 )(xf 在区间 , 2a a  上单调递减，求a的取值范围.

（一）证明 27 5c  
【动态解析】

由函数
4 3 21 9( )

4 2
f x x x x cx    有三个极值点，想到需要研究函数 )(' xf 的性质，

它的图像应该与 x轴有三个交点. 由于当 x取足够大的正数时 )(' xf 的函数值也为足够大

的正数，当 x取足够小的负数时函数值也为足够小的负数. 所以如果这个函数图像与 x轴有

三个交点的话，这个函数的一个极大值必大于零，而极小值必小于零.

为 研 究 此 函 数 的 性 质 ， 设
3 2( ) 3 9 ,g x x x x c    并 求 它 的 导 数

2( ) 3 6 9 3( 3)( 1),g x x x x x       很明显：

当 3x   时， ( ) 0,g x  ( )g x 在 ( , 3)  上为增函数；

当 3 1x   时， ( ) 0,g x  ( )g x 在 ( 3,1) 上为减函数；

当 1x  时， ( ) 0,g x  ( )g x 在 (1, ) 上为增函数；
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所以函数 ( )g x 在 3x   处取极大值，在 1x  处取极小值且 0)3( g 以及

0)1( g .

即 ： 27 27 27 0c     和 1 3 9 0c    成 立 ， 解 得 27,c   且 5,c  故

27 5c   .

打开文件“7-1-例 2.dmr”，如图 7.1.4 所示，通过变量尺可以改变参数 c的值或通过按

钮设置它的值，研究参数 c对函数 )(xf 极值的影响.

图 7.1.4
（二）求a的取值范围

【动态解析】

由（I）的证明可知，当 27 5c   时, ( )f x 有三个极值点.

不妨设为 1 2 3x x x， ， （ 1 2 3x x x  ），则 1 2 3( ) ( )( )( ).f x x x x x x x    

所以 ( )f x 的单调递减区间是 1( ]x， , 2 3[ , ]x x ，如图 7.1.5所示.

图 7.1.5

若 )(xf 在 区 间  , 2a a  上 单 调 递 减 ， 则  , 2a a   1( ]x， , 或
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 , 2a a   2 3[ , ]x x .

若 , 2a a   1( ]x， ,则 12a x  .由（I）知， 1 3x   ,于是 5.a  

若 , 2a a   2 3[ , ]x x ,则 2a x 且 32a x  .由（I）知， 23 1.x  

又
3 2( ) 3 9 ,f x x x x c     当 27c   时，

2( ) ( 3)( 3)f x x x    ;

当 5c  时，
2( ) ( 5)( 1)f x x x    .

因此, 当 27 5c   时， 31 3.x  所以 3,a   且 2 3.a  

即 3 1.a   故 5,a   或 3 1.a   反之, 当 5,a   或 3 1a  

反之， 当 5a   ，或 3 1a   时，总可找到 ( 27,5)c  ，使函数 ( )f x 在区间

[ , 2]a a  上单调递减.

综上所述, a的取值范围是 ( 5) ( 3,1)  ， .

【简要评注】

根据极值和单调性可以做出函数的大致图像，这是导数的一个重要作用，对研究函数的

其他性质，能够帮助我们培养良好的思维习惯.

3．分段函数的单调性问题

例 3．设 k R ，函数

1 1
1( )

1 1

x
xf x
x x

   
 

，

， ≥

， ( ) ( )F x f x kx  ， xR ，试讨论

函数 ( )F x 的单调性．

【动感体验】

由于所给的函数是分段函数，因此看来也需要分段讨论函数的单调性.又由于函数

kxxfxF  )()( 中含有参数 k因此还需要对 k进行讨论.

打开文件“7-1-例 3.dmr”，实线为函数 )(xF 的图像，通过变量尺可以改变参数 k的值

或者通过按钮设置它的值，观察和研究 k对函数 )(xF 单调性的影响，如图 7.1.6-7.1.7所示

为其中的两种情形.
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图 7.1.6 图 7.1.7
【动态解析】

1 , 1,
1( ) ( )

1 , 1,

kx x
xF x f x kx
x kx x

      
    ，

2

1 , 1,
(1 )

'( )
1 , 1,

2 1

k x
x

F x
k x

x

    
  
 

对于
1( ) ( 1)

1
F x kx x

x
  


：当 0k  时，如图 7.1.6 所示，函数 ( )F x 在 ( ,1) 上

是增函数；当 0k  时，如图 7.1.7 所示，函数 ( )F x 在
1( ,1 )
k

  上是减函数，在

1(1 ,1)
k

 上是增函数.

对于
( ) 1 ( 1)F x x kx x    

：当 0k  时，如图 7.1.7 所示，函数 ( )F x 在 1,

上是减函数；当 0k  时，如图 7.1.6 所示，函数 ( )F x 在 2

11,1
4k

   
上是减函数，在

2

11 ,
4k

   
上是增函数.

【简要评注】

解含参数的题必须明确两个问题:对谁讨论和如何分类讨论.另外本题中需要进行不等

式的计算，要依靠笔头训练，而计算机上的实验可以对本题的结果进行验证.图形直观地显

示出最后分类的结果，一目了然. 由于本题中的函数 )(xF 在 1x 处不连续，需要分段研

究它的单调性. 从图像中可以帮我们分析到：无论 k的取值如何，在 )1,( 和 ),1[  两个
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区间上的单调性质都是无法合并.

4．函数在动态区间上的单调性

例 4．已知函数
3 21( ) 2

3
f x x x   ．

（1）设 na 是正数组成的数列，前 n项和为 nS ，其中 1 3a  ．若点
2
1 1( 2 )n n na a a ，

（ n *N ）在函数 ( )y f x 的图象上，求证：点 ( )nn S， 也在 ( )y f x 的图象上；

（2）求函数 )(xf 在区间 ( 1 )a a ， 内的极值．

（一）求证点 ),( nSn 在 )(' xfy  的图象上

因为
3 21( ) 2

3
f x x x   ，所以

2( ) 2f x x x   .

由点
2
1 1( 2 )( )n n na a a n   *N， 在函数 ( )y f x 的图象上，得

2 2
1 12 2n n n na a a a    ，

即 1 1( )( 2) 0n n n na a a a     .

又
*0( )na n N ，所以 1 2n na a   ，又因为 1 3a  ，所以数列 na 是以 3为首项，

2为公差的等差数列．

所以
2( 1)3 2= 2

2n
n nS n n n

    ，又因为
2( ) 2f n n n   ，所以 ( )nS f n ，故点

( )nn S， 也在函数 ( )y f x 的图象上.

（二）求函数 )(xf 在区间 ( 1 )a a ， 内的极值

【动感体验】

打开文件“7-1-例 4.dmr”，实线为函数 )(xf 的图像，虚线为 )(' xf 的图像.拖动点 a，

研究函数 )(xf 在区间（ 1a ， a）上的极值.如图 7.1.8—7.1.12所示为其中的几种情形.

图 7.1.8 图 7.1.9
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图 7.1.10 图 7.1.11

图 7.1.12

【动态解析】

2( ) 2 ( 2)f x x x x x     ，由 ( ) 0f x  ，得 0 2x x  或 ．

当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x ( 2) ∞，
2 ( 2 0) ， 0 (0 )，∞

( )f x  0  0 

( )f x ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

显然如果开区间 ( 1 )a a ， 落在某一个单调区间内，是没有极大值或极小值的，因此只

需考虑 ),1(2 aa  以及 ),1(0 aa  两种情况.前者函数有最大值
3
2)2( f ，后者函

数有最小值 2)0( f .所以有：
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①当 1 2a a    ，即 2 1a    时，如图 7.1.8所示， ( )f x 的极大值为
2( 2)
3

f    ，

此时 ( )f x 无极小值.

②当 1 0a a   ，即0 1a  时，如图 7.1.9所示， ( )f x 的极小值为 (0) 2f   ，此

时 ( )f x 无极大值；

③当 2a ≤ 或 1 0a ≤ ≤ 或 1a≥ 时，如图 7.1.10、图 7.1.11和图 7.1.12所示， ( )f x

既无极大值又无极小值．

【简要评注】

讨论含参数问题的方法有很多，如果能够以不变应万变，那是最简单的途径.由于本题

函数确定，只需按 ),1( aa  所属区间讨论就可以得到其单调性和极值.

本节小结

函数的单调性是函数的重要性质，利用单调性可以研究函数的图像、值域等等，也可以

研究函数的零点分布. 除定义外，导数是研究函数单调性的重要工具.
导数在研究函数的单调性和极值方面的应用非常广泛，近年来也常常围绕这一问题出现.

其本质还是研究导函数的符号，含参数时要抓住分类依据，注意分类完整.

拓展练习

1.1．设函数 2( )
xef x

x ax a


 
，其中a为实数．

（1）若 ( )f x 的定义域为R，求 a的取值范围；

（2）当 ( )f x 的定义域为R时，求 ( )f x 的单调减区间．

1.2．设函数
2( ) lnf x ax b x  ，其中 0ab  ．证明：当 0ab  时，函数 ( )f x 没有

极值点；当 0ab  时，函数 ( )f x 有且只有一个极值点，并求出极值．

1.3．已知 0a ，函数
xeaxxxf )2()( 2  ．

（1）当 x为何值时， )(xf 取得最小值？证明你的结论.

（2）设 )(xf 在[-1，1]上是单调函数，求 a的取值范围．
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第二节 求参数的取值范围

1．不等式在指定区间上恒成立

例 1．已知函数
3 2( )f x x ax bx c    在

2
3

x   与 1x  时都取得极值．

（1）求 a b， 的值及函数 ( )f x 的单调区间；

（2）若对 [ 1 2]x  ， ，不等式
2( )f x c 恒成立，求 c的取值范围．

（一）求 a b， 的值及函数 ( )f x 的单调区间

【动态解析】

这是一个常规题，从已知条件出发，既然函数在
2
3

x   与 1x  时都取得极值，就应

该有 0)
3
2(' f 和 0)1(' f .由此可得关于 a b， 的方程组进而求出 a b， .

事实上，由
3 2( )f x x ax bx c    ，

baxxxf  23)(' 2 .

0
3
4

3
4)

3
2('  baf ，

023)1('  baf

得
2
1

a ， 2b .（如图 7.2.1所示，实线为 )(xf 的图像，虚线为 )(' xf 的图像）

图 7.2.1

)1)(23(23)(' 2  xxxxxf ，函数 )(xf 的单调区间如下表：
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x （－，－
2
3
） －

2
3

（－
2
3
，1） 1 （1，＋）

)(' xf
＋ 0 － 0 ＋

)(xf  极大值  极小值 

所以函数 )(xf 的递增区间是（－，－
2
3
）与（1，＋）；递减区间是（－

2
3
，1）.

（二）求c的取值范围

打开文件 7-2-例 1.dmr”进入第二页，通过变量尺改变 c的值或通过按钮设置它的值，观

察图像，如图 7.2.2所示，为函数 cxxxxf  2
2
1)( 23

在[-1，2]上的图像.

图 7.2.2

当
3
2

x 时， cxf 
27
22)( 为极大值. 而 cf  2)2( ，则 cf  2)2( 为最大值.

要使
2)( cxf  在[-1，2]上恒成立，只需

22)2( ccf  ，解得

1c 或者 2c .
【简要评注】

不等式恒成立问题常常转化为最值的比较.

例 2．设函数
4 3 2( ) 2 ( )f x x ax x b x    R ，其中a bR， ．

（1）当
10
3

a   时，讨论函数 ( )f x 的单调性；

（2）若函数 ( )f x 仅在 0x  处有极值，求 a的取值范围；

（3）若对于任意的  2 2a  ， ，不等式 ( ) 1f x ≤ 在 11 ，上恒成立，求b的取值范围．

（一）研究函数 ( )f x 的单调性.

【动感体验】
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打开文件“7-2-例 2.dmr”，如图 7.2.3所示，实线为 3
10

a 时函数 )(xfy  的图象，

虚线为函数 )(xfy  的导函数 )(' xfy  的图象. 观察和研究函数 )(xfy  的单调性.

图 7.2.3
【动态解析】

3 2 2( ) 4 3 4 (4 3 4)f x x ax x x x ax       ．

当
10
3

a   时，
2( ) (4 10 4) 2 (2 1)( 2)f x x x x x x x       ．

令 ( ) 0f x  ，解得 1 0x  ， 2
1
2

x  ， 3 2x  ．

当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x ( 0)∞， 0
10
2

 
 
 
，

1
2

1 2
2

 
 
 

， 2 (2 )，∞

( )f x  0  0  0 

( )f x ↘ 极小值 ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以 ( )f x 在
10
2

 
 
 
， ， (2 )，∞ 内单调递增，在 ( 0)∞， ，

1 2
2

 
 
 

， 内单调递减．

（二）求 a的取值范围.
【动感体验】

如图 7.2.4所示，通过变量尺改变参数 a的值或通过按钮设置它的值，研究当
)(xf
仅

在 0x 处有极值时函数
)(xf
以及其导函数

)(' xf
的性质.
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图 7.2.4
【动态解析】

2( ) (4 3 4)f x x x ax    ，显然 0x  不是方程
24 3 4 0x ax   的根．

为使 ( )f x 仅在 0x  处有极值，必须
24 3 4 0x ax  ≥ 恒成立，即有

29 64 0a   ≤ ．

解此不等式，得
8 8
3 3

a ≤ ≤ ．这时， (0)f b 是唯一极值．

因此满足条件的 a的取值范围是
8 8
3 3

   
， ．

（三）求b的取值范围.

【动感体验】

由 12 234  bxaxx 得
22243 )1()12(2  xxxbax .

设 2)( 3  baxxg ，
22 )1()(  xxh ，根据题意有：对任意的 ]22[ ，a 在区间

]11[ ， 上不等式 )()( xhxg  恒成立.

进入文件“7-2-例 2.dmr”的第二页，如图 7.2.5所示，实线为函数 2)( 3  baxxg ，

]11[ ，x 的图象，虚线为函数
22 )1()(  xxh ]11[ ，x 的图象. 通过变量尺改变参数 a、

b的值或通过按钮设置它们的值，观察当 )()( xhxg  恒成立时，两曲线之间的关系以及参

数b应该满足的条件.
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图 7.2.5
【思路点拨】

在对任意 ]22[ ，a ，不等式 2)( 3  baxxg 22 )1()(  xxh 在区间 ]11[ ，x

上恒成立，即要求对任意 x均有 )()( xhxg  .

【动态解析】

因为 ]11[ ，x ，所以 ]10[2 ，x ，易知当 12 x 时 4)( 最小xh .

当 0a 时，函数 2)( 3  baxxg 在区间 ]11[ ，x 上是增函数，因此只需要当 1x

时 )()( xhxg  即可，即 42  ba ，解得： ab  2 ,因为 ]22[ ，a ，所以 4b .

当 0a 时，函数 2)( 3  baxxg 在区间 ]11[ ，x 上是减函数，因此只需要当

1x 时 )()( xhxg  即可，即 42  ba ，解得 ab  2 .因为 ]22[ ，a ，所以

4b .
【简要评注】

需要注意的是，本题中 )(xg 取最大值和 )(xh 取最小值时， x都等于 1或者-1. 当不等

式两边都与 x有关时，不能简单地利用两边的最值进行比较 . 假如 )()( 1xgxg 最大 、

)()( 2xhxh 最小 ，若 21 xx  ，而 ( ) ( )g x h x 恒成立转化为 ( ) ( )g x h x最大 最小
求解，则会

缩小参数b的取值范围.

2．不等式的解集

例 3．设函数
ln( ) ln ln( 1)
1
xf x x x
x

   


.

（I）求 ( )f x 的单调区间和极值；
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（II）是否存在实数a，使得关于 x的不等式 axf )( 的解集为 (0, ) ？若存在，求 a

的取值范围；若不存在，试说明理由.

（一）求 ( )f x 的单调区间和极值.

【动感体验】

打开文件“7-2-例 3.dmr”，如图 7.2.6所示实线为函数 )(xf 的图象，虚线为函数 )(' xf

的图象，观察和研究函数 )(xf 的单调区间和极值.

图 7.2.6
【动态解析】

这一问是常规题，需要求出此函数的导数. 需要注意的是第一项求导时需要用到分式的

求导法则.

22 )1(
ln

1
11

)1(
ln

)1(
1)('

x
x

xxx
x

xx
xf











 .

故当 )10( ，x 时， 0)(' xf ；当 ),1( x 时， 0)(' xf .

所以 )(xf 在 )10( ， 上单调递增，在 ),1(  上单调递减 . 在 ),0(  的极大值为

2ln)1( f ，没有极小值.

（二）研究满足不等式 axf )( 的解集为 (0, ) 的实数a .

【动感体验】

进入文件“7-2-例 3.dmr”的第二页，拖动点 a观察，不等式 axf )( 成立时，实数a应

满足的条件.
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图 7.2.7
【动态解析】

（ⅰ）当 0a≤ 时，如图 7.2.8所示，由于

 ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln( ) 0,
1 1

x x x xx x x xf x
x x

     
  

 

故关于 x的不等式 ( )f x a≥ 的解集为 (0 )，∞ ．

图 7.2.8
（ⅱ）当 0a  时，如图 7.2.9所示.

图 7.2.9

由
ln 1( ) ln 1
1
xf x
x x

      
，知

ln 2 1(2 ) ln 1
1 2 2

n
n

n nf       
，其中n为正整数，且有

2 2
2

1 1ln 1 1 log ( 1)
2 2 2

n n

n n
a e n e          

 
．
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又 2n≥ 时，
ln 2 ln 2 ln 2 2ln 2

( 1)1 2 1 (1 1) 1
2

n

n n

n n
n n n

  
   

．

且
2ln 2 4ln 2 1

1 2
a n

n n
   


．

取整数 0n 满足 2
0 2log ( 1)

n

n e   ， 0
4ln 2 1n
a

  ，且 0 2n ≥ ，则

0

0 0

0 ln 2 1(2 ) ln 1
1 2 2 2 2

n
n n

n a af a         
，

即当 0a  时，关于 x的不等式 ( )f x a≥ 的解集不是 (0 )，∞ ．

综合（ⅰ）（ⅱ）知，存在a，使得关于 x的不等式 ( )f x a≥ 的解集为 (0 )，∞ ，且a

的取值范围为  0∞， .

【简要评注】

一般地， axf )( 的解集为 ),0(  的问题比 axf )( 在 ),0(  上恒成立的问题的要

求更高. 但本题中，当 x 时， 0)( xf ；当 10  x 时， 0)( xf .所以可以将求不

等式在指定区间上恒成立的问题，转化为求函数值域的下界问题.

3．不等式在指定范围内恒成立

例 4．设函数 )1ln()1()(  xxxf ，若对所有的 0x ，都有 axxf )( 成立，求实

数 a的取值范围．

【动感体验】

令 axxxxg  )1ln()1()( ， axxg  1)1ln()(' . 打开文件“7-2-例 4.dmr”，

实线为函数 )(xg 的图像，虚线为 )(' xg 的图像，通过变量尺改变 a的值或通过按钮设置它

的值，观察参数对函数 )(xg 以及 )(' xg 的影响，如图 7.2.10、图 7.2.11所示为其中的两种情

形.
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图 7.2.10 图 7.2.11
【动态解析】

令 0)(' xg ，解得 11  aex .

（i）当 1a 时，如图 7.2.10所示，对所有 0x ， 0)(' xg ，所以 )(xg 在[0，  )

上是增函数，又 0)0( g ，所以对 0x ，都有 0)0()(  gxg .

即当 1a 时，对所有 0x ，都有 axxf )( .

（ii）当 1a 时，如图 7.2.11所示，对于 10 1  aex ， 0)(' xg ，所以 )(xg 在[0，

11 ae )上是减函数，又 0)0( g ，所以对 10 1  aex ，都有 0)0()(  gxg .即当

1a 时，不是对所有的 0x ，都有 axxf )( 成立.

综上所述， a的取值范围是 1a .
【简要评注】

两个函数比较大小，有时也可以转化为求函数的最值问题.将变化几种在不等式的一边

更有利于问题的分类讨论.

本节小结

求参数的取值范围问题是高中数学中的综合问题，这类问题既考察分类讨论的能力，也

是函数思想的良好体现，更有不等式性质的综合应用.综合性强，在解题方法上要求有一定

的技巧.
在问题当中，求参数的取值范围的问题常常出现，一般属于中等偏难题，纵观各题可以

看出，在讨论过程中关键是分清楚参数与自变量，抓住分类依据，分离常数或者转化为两个

初等函数的关系.

拓展练习

2.1．已知函数 ( ) e xf x kx x  R，

（Ⅰ）若 ek  ，试确定函数 ( )f x 的单调区间；
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（Ⅱ）若 0k  ，且对于任意 xR， ( ) 0f x  恒成立，试确定实数 k的取值范围；

（Ⅲ）设函数 ( ) ( ) ( )F x f x f x   ，求证：

1 2(1) (2) ( ) (e 2) ( )
n

nF F F n n   N ．

2.2．已知定义在正实数集上的函数 21( ) 2
2

f x x ax  ，
2( ) 3 lng x a x b  ，其中

0a  ．设两曲线 ( )y f x ， ( )y g x 有公共点，且在该点处的切线相同．

（I）用 a表示b，并求b的最大值；

（II）求证： ( ) ( )f x g x≥ （ 0x  ）．

2.3．设函数
3 2 2( ) 3 1( )f x ax bx a x a b     R， 在 1x x ， 2x x 处取得极值，且

1 2 2x x  ．

（Ⅰ）若 1a  ，求b的值，并求 ( )f x 的单调区间；

（Ⅱ）若 0a  ，求b的取值范围．

2.4．已知函数 3 23( ) ( 1) 1
3 2
af x x x a x     ，其中 a为实数．

（Ⅰ）已知函数 ( )f x 在 1x  处取得极值，求a的值；

（Ⅱ）已知不等式
2( ) 1f x x x a   ＞ 对任意 (0 )a ， 都成立，求实数 x的取值范

围.

2.5．设函数 ( ) e ex xf x   ．

（Ⅰ）证明： ( )f x 的导数 ( ) 2f x ≥ ；

（Ⅱ）若对所有 0x≥ 都有 ( )f x ax≥ ，求 a的取值范围．

第三节 函数的零点

1．不等式的成立问题

例 1．已知函数 13)( 3  axxxf ， 5)(')(  axxfxg . 其中 )(' xf 是的 )(xf 的

导函数. 对满足 1 1a   的一切a的值，都有 0)( xg ,求实数 x的取值范围.

【动感体验】

http://www.mathschina.com
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由题意知 axxf 33)(' 2  ， 533)( 2  aaxxxg .

打开文件“7-3-例 1.dmr”，通过变量尺改变实数 a的值或通过按钮设置它的值，观察实

数 a对函数 )(xg 的图象的影响，图 7.3.1-7.3.4为其中的几种情形.

图 7.3.1 图 7.3.2

图 7.3.3 图 7.3.4
【思路点拨】

考虑实数 a对函数 )(xg 的图象与 x轴交点的影响.

【动态解析】

设 )0( 1，xA 、 )0( 2，xB （ 1x < 2x ）是函数 )(xg 的图象与 x轴交点的两个交点，从图 7.3.1

—7.3.4可以看出当 a从-1 变化到 1的过程中， 1x 逐步变大而 2x 逐步变小. 即满足 0)( xg

的 x的取值范围不断缩小.因此当 1a 时 0)( xg 成立，则对所有的 1 1a   不等式

0)( xg 都成立. 由 023 2  xx 解得
2 1
3

x   .

【简要评注】

本题的实质是求 0)( xg 的公共解，研究实数 a对 )(xg 与 x轴交点位置的影响，是
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解决问题的关键.

2．曲线与水平直线的交点问题

例 2．已知 3x  是函数     2ln 1 10f x a x x x    的一个极值点.

（1）求 a；

（2）求函数  f x 的单调区间；

（3）若直线 y b 与函数  y f x 的图象有 3个交点，求b的取值范围.

（一）求a的值

因 为  ' 2 10
1
af x x
x

  


， 3x  是 ( )f x 的 一 个 极 值 点 ， 所 以

 ' 3 6 10 0
4
af     ，因此 16a  .

（二）探索函数 )(xf 的单调区间

【动感体验】

打开文件“7-3-例 2.dmr”，如图 7.3.5所示，实线为函数 )(xf 的图像，虚线为 )(' xf 的

图像，观察和研究函数 )(xf 的单调性.

图 7.3.5
【动态解析】

由（一）知:

     216ln 1 10 , 1,f x x x x x       ，    2
'

2 4 3
1

x x
f x

x
 




.

当    1,1 3,x   时，  ' 0f x  ；当  1,3x 时，  ' 0f x  .
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所以  f x 的单调增区间是    1,1 , 3,  ，  f x 的单调减区间是  1,3 .

（三）求b的取值范围

【动感体验】

进入文件“7-3-例 2.dmr”的第二页，如图 7.3.6所示，点b可以被拖动，观察直线 by 

与函数 )(xfy  的图像的交点情况.

图 7.3.6
【动态解析】

由（二）知，  f x 在  1,1 内单调递增，在  1,3 内单调递减，在  3, 上单调递

增，且当 1x  或 3x  时，  ' 0f x  .

所以  f x 的极大值为  1 16ln 2 9f   ，极小值为  3 32ln 2 21f   .

又因为

   216 16 10 16 16ln 2 9 1f f     

且    2 1 32 11 21 3f e f        .

所以在  f x 的三个单调区间      1,1 , 1,3 , 3,  直线 y b 有  y f x 的图象各

有一个交点，当且仅当    3 1f b f  .

因此，b的取值范围为  32ln 2 21,16ln 2 9  .

【简要评注】

利用导数可得到函数的三个单调区间，若两个曲线有三个交点，则必然要求交点分布在



100

三个不同的区间内，这是解决本题的关键.

3．曲线的切线与函数的单调性质

例 3．已知函数
3( )f x x x  .

（1）求曲线 ( )y f x 在点 ( ( ))M t f t， 处的切线方程；

（2）设 0a  ，如果过点（ ,a b）可作曲线 ( )y f x 的三条切线，证明： ( )a b f a   .

（一）求曲线 ( )f x 在点 ( ( ))M t f t， 处的切线方程

因 为
2( =3 1f x x ） ， 所 以 曲 线 ( )y f x 在 ( ( ))M t f t， 处 的 切 线 方 程 为 ：

( ) ( )( )y f t f t x t   ，即
2 3(3 1) 2y t x t   .

（二）证明 ( )a b f a  

【动态解析】

如果有一条切线过点 ( , )a b ,则存在
2 3(3 1) 2b t a t   .

于是，若过点 ( , )a b 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，则方程 3 22 3 0t at a b    有三

个相异的实数根，如图 7.3.7所示.

图 7.3.7

记
3 2( ) 2 3g t t at a b    ，则

2( ) 6 6 6 ( )g t t at t t a     .

当 t变化时， ( ) ( )g t g t、 变化情况如下表：
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t ( 0)∞， 0 ),0( a a ),( a

)(' tg + 0  0 +

)(tg ↗
极大值

ba 
↘

极小值

)(afb  ↗

由 ( )g t 的单调性，当极大值 0a b  或极小值 ( ) 0b f a  时，如图 7.3.8、图 7.3.9

所示，方程 ( ) 0g x  最多有一个实数根；

图 7.3.8 图 7.3.9

当 0a b  时，如图 7.3.10所示，解方程 ( ) 0g t  得
30,
2
at t  ，即方程 ( ) 0g t  只

有两个相异的实数根.

图 7.3.10 图 7.3.11

当 ( ) 0b f a  时，如图 7.3.11所示，解方程 ( ) 0g t  得 ,
2
at t a   ，即方程 ( ) 0g t 

只有两个相异的实数根.

综上，如果过 ( , )a b 可作曲线 ( )y f x 三条切线，即 ( ) 0g t  有三个相异的实数根，则

0
( ) 0

a b
b f a
 

  
. 如图 7.3.12所示，即 ( )a b f a   .
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图 7.3.12
【简要评注】

如果直接求切线的方程，则问题会变得复杂.当问题转化为方程 ( ) 0g t  有三个实数根

时，思路就会变得清晰.

本节小结

在研究函数零点时，有两个性质很重要，一是对于连续函数 )(xf 来说若 0)()( bfaf ，

则 )(xf 在 ),( ba 上至少有一个零点；二是单调递增（或递减）函数最多有一个零点. 在运用

这两个性质时可以适当变通，从而将零点问题转化为研究函数的值域、极值等问题.

拓展练习

3.1．已知函数 13)( 3  axxxf ， 5)(')(  axxfxg .其中 )(' xf 是的 )(xf 的

导函数.设
2a m  ，当实数m在什么范围内变化时，函数 )(xfy  的图像与直线 3y 只

有一个公共点.

3.2．设a为实数，函数
3 2( )f x x x x a    .

（1）求 ( )f x 的极值；

（2）当 a在什么范围内取值时，曲线 ( )y f x 与 x轴仅有一个交点.

第四节 导数综合题

1．分段函数的最值

例 1．已知 ,a R 函数
2( ) .f x x x a 
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（1）当 2a 时，求使 xxf )( 成立的 x的集合；

（2）求函数 )(xfy  在区间[1，2]上的最小值.

（一）求使 xxf )( 成立的 x的集合

当 2a 时，由 0)(  xxf ，得 0)1|2|( xxx ，即

0x 或 01|2| xx .

又由 01|2| xx 得
x

x 1|2|  ，设 |2|)(  xxg ，
x

xh 1)(  .打开文件“7-4-例

1.dmr”，如图 7.4.1所示，实线为 )(xg 的图像，虚线为 )(xh 的图像.

图 7.4.1

由 )2(12  x
x

x 解得 1x ；由 )2(12  x
x

x 解得 21x .

所以使 xxf )( 成立的 x的集合为{0，1， 21 }.

（二）求函数 )(xfy  在区间[1，2]上的最小值

【动感体验】

进入文件“7-4-例 1.dmr”的第二页，实线部分为函数 )(xfy  在区间[1，2]上的图像，

如图 7.4.2—7.4.5所示为其中的几种情形.
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图 7.4.2 图 7.4.3

图 7.4.4 图 7.4.5
【动态解析】

设此最小值为m .

①当 1a 时，如图 7.4.2所示，在区间[1，2]上，
23)( axxxf  .

因为 axxxf 23)(' 2  0)
3
2(3  axx （ ]21[ ，x ）.

则 )(xf 是区间[1，2]上的增函数,所以 afm  1)1( .

② 21  a 时，如图 7.4.3所示，在区间[1，2]上， 0||)( 2  axxxf ，由 0)( af

知： 0)(  afm .

③当 2a 时，如图 7.4.4、图 7.4.5所示，在区间[1，2]上， .)( 32 xaxxf 

).
3
2(332)( 2/ xaxxaxxf 

若 3a ，如图 7.4.4所示，在区间(1，2)内 0)(' xf ,从而 )(xf 为区间[1，2]上的增函
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数，由此得： 1)1(  afm .

若 32  a ，如图 7.4.5所示，则 2
3
21  a .

当 ax
3
21  时， 0)(' xf ，从而 )(xf 为区间[1， a

3
2

]上的增函数；当 2
3
2

 xa 时，

从而 )(xf 为区间[ a
3
2

，2]上的减函数. 所以， 1)1(  afm 或者 )2(4)2(  afm .

而当 1)2(4  aa ，即
3
72  a 时， )2(4  am ；当 )2(41  aa ，即 3

3
7

 a 时，

1 am .

综上所述，所求函数的最小值
























.
3
71

;
3
72)2(4

;210
;11

aa

aa

a
aa

m

，

，

，

，

【简要评注】

解方程 01|2| xx 时容易产生増根，结合图像解答问题可以有效避免.

2．曲线的切线与穿过曲线的线段

例 2．已知函数 bxaxxxf  23

3
1)( 且 0)1(' f .

（1）试用含 a的代数式表示b ,并求 )(xf 的单调区间；

（2）令 1a ,设函数 )(xf 在 21 xx、 )( 21 xx  处取得极值，记点 ))(,( 11 xfxM 、

2 2, ( ))N x f x（ 、 ))(,( mfmP )( 21 xmx  请仔细观察曲线 )(xf 在点 P处的切线与线段

MP的位置变化趋势，并解答以下问题：

（i）若对任意的m  ( t， 2x )，线段MP与曲线 )(xf 均有异于M 、 P的公共点，

试确定 t的最小值，并证明你的结论；

（ii）若存在点 ))(,( nfnQ ， mnx 1 ，使得线段 PQ与曲线 )(xf 有异于 P、Q的

公共点，请直接写出m的取值范围（不必给出求解过程）.

（一）用含 a的代数式表示b，并求 )(xf 的单调区间.

【动态解析】

由 0)1(' f 可以得到关于 a和b的一个方程，于是不难用含 a的代数式表示b . 事实
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上， baxxxf  2)(' 2 . 由 0)1(' f 得 0)1(2)1( 2  ba ，所以 12  ab .

因此 )12)(1(122)(' 2  axxaaxxxf ，令 0)(' xf 得 1x 或者

ax 21 .
打开文件“打开文件“7-4-例 2.dmr”.

当 121  a ，即 1a 时， )(' xf 的图象如图 7.4.7所示，则 )1( ， 和 )21(  ，a

为函数 )(xf 的单调递增区间， )211( a ， 为函数 )(xf 的单调递减区间.

当 121  a ，即 1a 时， )(' xf 的图象如图 7.4.8 所示，则函数 )(xf 在定义域

)( ， 上单调递增.

当 121  a ，即 1a 时， )(' xf 的图象如图 7.4.9所示，则 )21( a， 和 )1( ， 为

函数 )(xf 的单调递增区间， )121(  ，a 为函数 )(xf 的单调递减区间.

图 7.4.7 图 7.4.8

图 7.4.9
（二）确定 t的最小值.

【动感体验】

当 1a 时 3b . 3 21( ) 3
3

f x x x x   令 032)(' 2  xxxf 得： 11 x ，
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32 x ，
3
5)( 1 xf ， 9)( 2 xf .

进入文件“7-4-例 2.dmr”第二页，拖动点 P观察曲线 )(xf 在点 P处的切线与线段MP

的位置变化趋势，如图 7.4.10、图 7.4.11所示为其中的两种情形.

图 7.4.10 图 7.4.11
【思路点拨】

研究线段MP与曲线的交点个数和经过点 P的切线与线段MP位置之间的关系，确定

当 t取最小值时，点 P应满足的条件.
【动态解析】

当线段MP在经过点 P的切线下方时，如图 7.4.10所示，线段MP与曲线 )(xf 没有异

于M 、P的公共点. 当线段MP在经过点 P的切线上方时，如图 7.4.11所示，线段MP与

曲线 )(xf 均有异于M 、 P的公共点. 因此，当线段MP与经过点 P的切线重合，即线段

MP为曲线在点 P处的切线时，如图 7.4.12所示， t有最小值.

图 7.4.12
下面我们通过推理说明这一事实，并求出 t的最小值.
线段MP的斜率可表示为：

)5)(1(
3
1

1
3
53

3
1

)()(
23

1

1 






 mm

m

mmm

xm
xfmf

，所以线段MP的方程可表示

为：

1 5( 1)( 5)( 1)
3 3

y m m x     ， ],1[ mx  .

令
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2
3 2 3 2 21 1 5 1 1 4( ) 3 [ ( 1)( 5)( 1) ] ( 2)

3 3 3 3 3 3
m mg x x x x m m x x x m x 

             ，

线段MP与曲线 )(xf 均有异于M 、 P的公共点则函数 )(xg 在区间 ),1( m 上有根，即函

数

2
3 2 21 1 4( ) ( 2)

3 3 3
m mg x x x m x 

     ，

在 ( 1, )m 上有零点，因为 )(xg 为三系函数，所以 )(xg 至多有三个零点，两个极值点，

有 ( 1) ( ) 0g g m   ，所以 )(xg 在 ( 1, )m 上有零点等价于 )(xg 在 ( 1, )m 内恰有一个极

大值点和一个极小值点，即

2 21( ) 2 ( 2)
3

g x x x m    

在 ( 1, )m 内有两个不相等的实数根，则有





















0)('
0)1('
11

0)2(
3
14 2

mg
g

mx

m

解得 52  m .

又因为 1 3m   ，所以m的取值范围为（2,3）,所以 t的最小值为 2.
（三）求m的取值范围.

【动感体验】

进入文件“7-4-例 2.dmr”的第三页，点Q为曲线 )(xf 上M 、P之间的点，拖动点 P，

观察是否存在点Q使得线段 PQ与曲线 )(xf 有异于 P、Q的公共点. 如图 7.4.13、图 7.4.14

所示为其中的两种情形.

图 7.4.13
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图 7.4.14
【思路点拨】

当点 P在曲线 )(xf 上M ， N 不同位置时，研究线段 PQ斜率的变化规律.

【动态解析】

如图 7.4.13所示，无论点Q在曲线 )(xf 上M 、P之间任何位置，线段 PQ与曲线 )(xf

之间都不存在异于 P、的公共点. 当点Q从点 P运动到点M 的过程中，线段 PQ的斜率由

小变大.

如图 7.4.14所示，当点Q从点 P运动到点M 的过程中，线段 PQ的斜率先变小后变大.

因此，当点Q在靠近点M 的位置或者与点M 重合时，线段 PQ穿过曲线 )(xf ，即线段 PQ

与曲线 )(xf 之间存在异于 P、Q的公共点.

所以，当在曲线 )(xf 上M 、N 之间，点 P的斜率最小时，实数m取得最小值，如图

7.4.15所示. 而 4)1(32)(' 22  xxxxf ，因此当 1x 时， )(' xf 有最小值.

所以，实数m的取值范围是： 31  m .

图 7.4.15

【简要评注】

计算机能精确地做出函数的图象，能够开拓我们的视野，启发我们的思路，帮助我们形

成利用数形结合思想解决问题的习惯.
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3．与切线有关的面积问题

例 3．设函数
1( ) ( )f x ax a b
x b

  


Z， ，曲线 ( )y f x 在点 (2 (2))f， 处的切线

方程为 3y .

（1）求 ( )f x 的解析式；

（2）证明：函数 ( )y f x 的图像是一个中心对称图形，并求其对称中心；

（3）证明：曲线 ( )y f x 上任一点的切线与直线 1x 和直线 xy  所围三角形的面

积为定值，并求出此定值.

（一）求 ( )f x 的解析式

图 7.4.6

这里实际上给出了点 ))2(,2( f 在曲线 ( )y f x 上和过这点的切线的斜率，于是容易得

到关于 a、b的两个方程.事实上：

2

1( )
( )

f x a
x b

  


，于是

2

12 1
2
1 0

(2 )

a
b

a
b

   

  



，

，

解得
1
1

a
b


  

，

，
或

9
4
8 .
3

a

b

 

  


，

因 a bZ， ，故
1( )
1

f x x
x

 


．

（二）证明函数 ( )y f x 的图像是一个中心对称图形

【动态解析】
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函数 1y x ， 2
1y
x

 都是奇函数．所以函数
1( )g x x
x

  也是奇函数，其图像是以原

点为中心的中心对称图形，如图 7.4.17所示.

而
1( ) 1 1
1

f x x
x

   


．可知，函数 ( )g x 的图像按向量 (11) ，a 平移，即得到函数

( )f x 的图像，打开文件“7-4-例 3.dmr”，如图 7.4.18所示，故函数 ( )f x 的图像是以点 (11)，

为中心的中心对称图形．

图 7.4.17

图 7.4.18

（三）证明所围三角形的面积为定值

【动感体验】

进入文件“7-4-例 3.dmr”的第二页，如图 7.4.19 所示，△ ABC是曲线上经过点 P的

切线与直线 1x 、 xy  所围成的三角形. 点 P可以被拖动，观察点 P在运动过程中，三

角形形状的变化规律以及面积的变化规律.
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图 7.4.19
【思路点拨】

用恰当的形式表示三角形的面积.
【动态解析】

当点 P在曲线上运动的过程中，△ ABC也随之改变，而在△ ABC变化过程中点

A )11(，的位置（直线 1x 和 xy  的交点）和 4


BAC （直线 1x 和 xy  的夹角）

保持不变，如图 7.4.20、图 7.4.21所示. 因此可将 || AC 为底计算△ ABC的面积，则高h就

等于点 B到直线 1x 的距离.

图 7.4.20
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图 7.4.21

设 点 P 的 坐 标 为 （ )( PP xfx， ） 经 过 点 P 的 切 线 l 的 方 程 可 以 表 示 为 ：

))((')( PPP xxxfxfy  .

又因为 1
1)(



P

PP x
xxf ， 2)1(

11)('



P

P x
xf . 所以,

经过点 P的切线 l的方程可化简为

)(
)1(

2
1
1

2

22

P
P

PP

P

PP xx
x

xx
x
xxy 








 .

令 yx  得 12  Pxy ，因此点 B的坐标为 ），（ 1212  PP xx ，所以三角形的高（点 B

到 1x 的距离） |1|2|112|  PP xxh .

令 1x 得 1
1





P

P

x
xy ， 因 此 点 C 的 坐 标 为 ： ），（

1
11




P

P

x
x

， 所 以

|1|
2|1

1
1|||








PP

P

xx
xAC .

因此
1 | |
2ABCS AC h   |1|2

|1|
2

2
1




 P
P

x
x

2

所以曲线 ( )y f x 上任一点的切线与直线 1x 和直线 xy  所围三角形的面积为定

值 2.
【简要评注】
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利用图像的平移变换研究函数的对称性质是值得总结的方法. 应充分利用函数图像之

间的关系研究函数之间的性质.

本节小结

导数作为研究函数的工具，应用非常广泛. 在利用导数处理问题的过程中，要结合导数

的性质及其几何意义. 问题解答过程中要密切关注原函数与导函数的关系，更要理顺每个对

象的研究内容.

拓展练习

4.1．已知函数 3 21 1( )
3 2

f x x ax bx   在区间[ 11) ，， (1 3]，内各有一个极值点．

（1）求
2 4a b 的最大值；

（2）当
2 4 8a b  时，设函数 ( )y f x 在点 (1 (1))A f， 处的切线为 l，若 l在点 A处

穿过函数 ( )y f x 的图象（即动点在点 A附近沿曲线 ( )y f x 运动，经过点 A时，从 l的

一侧进入另一侧），求函数 ( )f x 的表达式．

4.2．已知 3 2( )f x ax bx cx   在区间 [01]，上是增函数，在区间 ( 0) (1 ) ，，，∞ ∞ 上是减

函数，又
1 3
2 2

f    
 

．

（1）求 ( )f x 的解析式；

（2）若在区间 [0 ]( 0)m m ， 上恒有 ( )f x x≤ 成立，求m的取值范围.

4.3．已知函数 3 2 1( ) 4 3 cos ,
32

f x x x    其中 ,x R  为参数，且0 2 .  

（1）当 cos 0  时，判断函数 ( )f x 是否有极值；

（2）要使函数 ( )f x 的极小值大于零，求参数的取值范围；

（3）若对（2）中所求的取值范围内的任意参数，函数 ( )f x 在区间 (2 1, )a a 内都

是增函数，求实数 a的取值范围.

4.4．已知函数 ( ) ( 0)af x x b x
x

    ，其中a bR， ．

（1）若曲线 ( )y f x 在点 (2 (2))P f， 处的切线方程为 3 1y x  ，求函数 ( )f x 的解

析式；

（2）讨论函数 ( )f x 的单调性；
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（3）若对于任意的
1 2
2

a     
， ，不等式 ( ) 10f x ≤ 在

1 1
4
 
  

， 上恒成立，求b的取值范

围.
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