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第一章 基本函数

函数的思想和方法渗透到了数学的各个分支，因而成为各个阶段学生学习数学的重点，

同时也是学生学习的难点.函数的抽象性是它的最大特点，本章以几个典型综合问题为例，

通过形象的展示与动态的变化，帮助学生深刻理解函数的概念和性质，通过建立感性认识提

升抽象思维的水平，进一步帮助学生理解函数各种概念和性质的本质.

第一节 函数的定义域和值域

1．函数的定义域与值域

例 1，已知函数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  ，若 )(xf 的值域为 R，求实数m的

取值范围.

【动感体验】

打开文件“1-1-例 1.dmr”，虚线为函数 mxmxxg 2)3(2)( 2  的图像，实线为

函数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  的图像. 通过变量尺可以改变实数m 的值或通过

按钮设置m的值，观察函数 )(xg 的性质对函数 )(xf 的值域的影响. 图 1.1.1—1.1.3 为其

中的几种情形.

图 1.1.1 图 1.1.2
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图 1.1.3

【思路点拨】

对于对数函数 xy 2log 来说，当 )0(  ，x 时， )(  ，y . 从对数函数的定

义域出发考虑问题.

【动态解析】

如图 1.1.1 所示，当函数 mxmxxg 2)3(2)( 2  与 x轴没有交点时， )(xg 有最

小正值，设为 0t ，则函数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  有最小值 )( 0tf ，那么此时函

数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  的值域不为 R，而是 R的一个子集.

如图 1.1.2 所示，函数 mxmxxg 2)3(2)( 2  与 x轴只有一个交点时， )(xg 有

最小值 0，则 )(xg 可以取遍所有的正数，因此这时函数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf 

的值域为 R .

如图 1.1.3 所示，函数 mxmxxg 2)3(2)( 2  与 x轴有两个交点时， )(xg 可以

取遍所有的正数，因此这时函数 ]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  的值域为 R .

综 上 所 述 ， 当 mxmxxg 2)3(2)( 2  与 x 轴 有 交 点 时 ， 函 数

]2)3(2[log)( 2
2 mxmxxf  的值域为 R .即要求△= 0224)3( 2  mm ，解

得 1m 或 9m .

【简要评注】

有的同学认为要使 )(xf 的值域为 R ，首先应该使 )(xf 有意义，所以应该让

mxmxxg 2)3(2)( 2  恒大于零，即它的判别式恒小于零，这种想法错在哪里？

显然要使 )(xf 有意义，不等同于 )(xf 的定义域是全体实数，实际上这时求函数的定
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义域只需解不等式 02)3(2)( 2  mxmxxg 就可以了.因此把条件转化为让

mxmxxg 2)3(2)( 2  恒大于零是不对的.事实上，这时对数函数的真数 )(xg 不能取

遍所有的正数，因而 )(xf 的值域不能为 R，只能是 R的一个子集.

本题只要求函数 )(xf 的值域为 R，对函数 )(xf 的定义域没有限制.审题是关键，同时

也要求能深刻理解对数函数的定义.

2．函数在指定区间的值域

例 2．若函数 )10()( 2  aaaxxf x 且 ，当 x （-1，1）时均有
2
1)( xf ，求

实数 a的取值范围是.

【动感体验】

因为函数 )10()( 2  aaaxxf x 且 ，所以
2
1)( xf 可化为

2 1-
2

xx a .

设
2 1( )

2
g x x  ,   xh x a ，进入文件“1-1-例 2.dmr”.如图 1.1.4 所示，两实曲

线分别为函数 ( )g x 和  h x 在（-1，1）上的图像，通过变量尺改变实数 a的值或通过按钮

设置 a的值，研究在区间（-1，1）上，当 ( )g x   h x 时，实数 a应满足的条件.

图 1.1.4

【思路点拨】
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当 1a 时，函数  h x  xa 在区间（-1，1）上是增函数，因此只要考虑左端点的情况

即可.

当 10  a 时，函数  h x  xa 在区间（-1，1）上是减函数，因此只要考虑右端点的

情况即可.

【动态解析】

若 1a ，如图 1.1.5、图 1.1.6 所示，分别是不等式
xax 

2
12

在区间（-1，1）上

恒成立与不恒成立的情况.因此若不等式
xax 

2
12

在区间（-1，1）上恒成立，则需要有

)1()1(  hg ，即
12

2
1)1(  a 恒成立，解得 2a .又因为区间（-1，1）是开区间，

所以当 2a 时不等式亦恒成立，如图 1.1.7 所示.所以满足条件的 a 的取值范围是

21  a .

图 1.1.5 图 1.1.6

图 1.1.7
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若 10  a ，如图 1.1.8、图 1.1.9 所示，分别是不等式
xax 

2
12

在区间（-1，

1）上恒成立与不恒成立的情况.因此若不等式
xax 

2
12

在区间（-1，1）上恒成立，则

需要有 )1()1( hg  ，即
12

2
11 a 恒成立，解得：

2
1

a .又因为区间（-1，1）是开区间，

所以当
2
1

a 时不等式亦恒成立，如图 1.1.10 所示.所以满足条件 a 的取值范围是

1
2
1

 a .

图 1.1.8 图 1.1.9

图 1.1.10

综上所述，实数 a的取值范围是： 21  a 或 1
2
1

 a .
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【简要评注】

这是一个开区间的函数值域问题，问题可以转化有关“为当 )11( ，x 时均有

xax 
2
12

，求实数 a的取值范围”的问题，我们已知
2
12  xy 的图像，于是需要考虑

对于怎样的实数 a，
xay  的图像在

2
12  xy 的图像的上方？当 1a 时，函数

xaxh )(

在区间（-1，1）上是增函数，因此只要考虑左端点的情况即可.当 10  a 时，函数
xaxh )(

在区间（-1，1）上是减函数，因此只要考虑右端点的情况即可.

通过适当地变换，可以将研究一个超越函数的问题转化成为研究两个初等函数之间关系

的问题. 相对于超越函数，我们可以轻松地手工画出初等函数的大致图像，这使得数形结合

的方法变得有用武之地.

3．函数在指定区间的值域

例 3 ． 设 1a  ， 若 对 于 任 意 的 ]2[ aax ， ， 都 有 ][ 2aay ， 满 足 方 程

log log 3a ax y  ，求 a的取值范围.

【动感体验】

方程 3loglog  yx aa 可化为
3ayx  ，打开文件“1-1-例 3.dmr”，曲线为函数

x
ay
3

 的图像，通过变量尺可以改变实数a的值或通过按钮设置a的值，观察函数实数 a对

函数
x
ay
3

 （ x [a， a2 ]）的图像的影响，并探索满足条件的a的取值范围.如图 1.1.11

图 1.1.12 为其中的集中情形.
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图 1.1.11
图 1.1.12

【思路点拨】

考虑函数
x
ay
3

 （ x [a， a2 ]）的值域与[a，
2a ]之间的关系.

【动态解析】

因为 1a ，所以函数
x
ay
3

 在区间[a， a2 ]上是单调递减函数.

若要求对于任意的 x [a， a2 ]，都有 y [a，
2a ]满足方程 3loglog  yx aa ，

令函数
x
axfy
3

)(  ，则需要 ],[)](),2([ 2aaafaf  ，即 ],[],
2

[ 22
2

aaaa
 ，如图 1.1.11

所示.由












22

2

2
aa

aa
，解得 2a .

而当 ],
2

[ 2
2

aa
不是 ],[ 2aa 的子集时，如图 1.1.12 所示，对于任意的 x [a， a2 ]，

不一定存在 y [a，
2a ]满足方程 3loglog  yx aa .

因此，答案选择 B.

【简要评注】

方程 3loglog  yx aa 可化为
3ayx  ，因为 1a  ，函数

x
ay
3

 在第一象限内为
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减函数，于是需要考虑函数
x
ay
3

 （ x [a， a2 ]）的值域与[ a，
2a ]之间的关系就可

以了.值域是函数集的集合，在函数图像上的表现是函数图像在 y 轴上的投影对应 y值的集

合. 本题中 ],[ 2aay 并不是说函数
x
ay
3

 的值域为 ],[ 2aa ，这是本题需要注意的易错点.

4. 函数在动态区间上的最值

例 4．已知函数 xxxf 2)( 2  ，求 ( )f x 在区间 , 1t t  上的最大值 )(th .

【动感体验】

打开文件“1-1-例 4.dmr”，实线为函数 xxxf 8)( 2  在区间 ]1,[ tt 上的图像，通

过变量尺改变实数 t的值或通过按钮设置 t的值，观察 t对 )(xf 在区间 ]1,[ tt 上最大值的

影响.如图 1.1.13—1.1.15 为其中的三种情形.

图 1.1.13
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图 1.1.14

图 1.1.15

【思路点拨】

按照抛物线 xxxf 8)( 2  的对称轴 4x 在区间 ]1,[ tt 的右侧、内部和左侧三种

情况进行分类讨论.

【动态解析】

当 41t ，即 3t 时，如图 1.1.13 所示，当 1 tx 时， )(xf 有最大值：

)1(8)1( 2  tt ，化简得： 762  tt .

当 14  tt ，即 43  t 时，如图 1（2）所示，当 4x 时， )(xf 有最大值：

)14(842  ，化简得：16.

当 4t 时，如图 1（3）所示，当 tx  时， )(xf 有最大值： tt 82  .
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综上所述：















4,8
43,16

3,76
)(

2

2

ttt
t

ttt
th

【简要评注】

二次函数 xxxf 8)( 2  区间  , 1t t  的图像是开口朝下的抛物线弧段，在这个闭区

间上总有最大值，或是抛物线的顶点的纵坐标，或是抛物线在闭区间边界的端点的纵坐标，

究竟是哪种情况需要进行分类讨论.求函数在动态区间上的最值问题，一定要抓住区间变化

对函数性质的影响，从而准确把握分类依据.

本节小结

求函数在指定区间上的最值问题，关键要认清函数在指定区间上的单调性. 含参数时往

往需要讨论，找出分类依据和分类标准是解决问题的关键. 本节各个例题的【动感体验】部

分在帮助我们形成感性的认识，培养严谨的思维习惯等方面能起到重要的作用.

定义域、值域和对应法则是函数的三要素. 研究函数的性质不能忽略函数的定义域.定

义域不同，函数也不同. 值域是函数的整体性质，也是学习中的重要内容.这部分试题的问

题类型繁杂，解答的方法也很多，但都不容易掌握. 本节给出的几个例题具有一定的代表性，

通过它们帮助你深刻理解函数的基本概念，掌握处理函数问题的朴实思想.

拓展练习

1.1．已知函数
mxx

xf



2
1)( 2 的定义域为 R，求实数m的取值范围.

1.2．设 1a  ，若仅有一个常数 c使得对于任意的  2x a a ， ，都有 2y a a   ， 满

足方程 log loga ax y c  ，这时 a的取值的集合为 ．

1.3．已知函数 xxxf 8)( 2  ，求 ( )f x 在区间 , 1t t  上的最小值 )(tk .

1.4．已知 a是实数，求
2( ) ( )f x x x a  在区间  2,0 上的最大值.

第二节 二次函数及其性质

1. 二次函数图像的对称性

例 1．函数 cbxaxxf  2)( （ 0a ）的图象关于直线
a
bx
2

 对称.据此可推测，
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对任意的非零实数 a，b， c，m， n， p，关于 x的方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 的

解集都不可能是（ ）

A.  1,2 B  1,4 C  1,2,3,4 D  1,4,16,64

【动感体验】

打开文件“1-2-例 1.dmr”，如图 1.2.1 所示，虚线为函数 cbxaxxf  2)( 的图像，

实线为函数 pxnfxfmxg  )()]([)( 2
的图像，通过变量尺改变实数 a，b，c，m，n，

p的值或通过按钮设置它们的值，观察函数 )(xg 的图像与 x轴交点的变化规律.

图 1.2.1

【思路点拨】

设 )(xft  ，假设 ，  是方程 02  pntmt 的两个实根.

若方程 )(xf 存在两个根 1x ， 2x ，则 1x ， 2x 是方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 的

根；同理若方程 )(xf 存在两个根 3x ， 4x ，则 3x ， 4x 是方程 0)()]([ 2  pxnfxfm

的根.

【动态解析】

由根与系数之间的关系知： 1x 2x 3x 4x a
b

 ，即 1x 与 2x 和 3x 与 4x 均关于直

线
a
bx
2

 对称. 如图 1.2.2—1.2.4 所示.
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图 1.2.2 图 1.2.3

图 1.2.4

当然，方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 也可能只有两个根 1x 与 2x ，如图 1.2.5 所示，

这两个根也关于直线
a
bx
2

 对称.
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图 1.2.5 图 1.2.6

方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 也可能只有三个根 1x ， 2x ， 3x ，如图 1.2.6 所示，不

妨设 1x < 2x < 3x ，则有 1x 与 3x 关于直线
a
bx
2

 对称，而
a
bx
22  .

方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 也可能只有一个根 0x ，如图1.2.7所示，则
a
bx
20  .

图 1.2.7

因此选择答案 D.

【简要评注】

设 )(xft  ，考虑关于 t的方程 02  pntmt 有两个不等的实数根 ，  的情况，

这时若方程 )(xf 存在两个根 1x ， 2x ，而 1x ， 2x 就是方程 0)()]([ 2  pxnfxfm

的根；因为：

0)()]([ 2
2,1

2
2,1  pnmpxnfxfm  .

同理方程 )(xf 的两个根 3x ， 4x ，也是方程 0)()]([ 2  pxnfxfm 的根.此时

原方程有四个根，且根据函数 cbxaxxf  2)( （ 0a ）的图象关于直线
a
bx
2

 对

称. 可推测 1x + 2x =
a
b

 ， 3x + 3x =
a
b

 ，所以 1x + 2x = 3x + 3x =
a
b

 .本节主要考察二次函数

图像的对称性质：二次函数经过复合后，其零点依然保持了二次函数原有的对称性. 动态解

析部分对另外三个选项的可能性做了详细的解释.
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2．函数在指定区间的零点问题

例 2．已知a是实数，函数
2( ) 2 2 3f x ax x a    ，如果函数 ( )y f x 在区间 11 ，

上有零点，求 a的取值范围.

【动感体验】

打开文件“1-2-例 2.dmr”，实线是函数
2( ) 2 2 3f x ax x a    在区间  11 ，上的图

象，通过变量尺或者通过按钮设置 a的值，研究 ( )y f x 在区间  11 ，上有零点时函数

( )y f x 的性质，以及对实数 a的要求，如图 1.2.8-1.2.13 所示为其中的几种情形.

图 1.2.8 图 1.2.9

图 1.2.10 图 1.2.11
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图 1.2.12 图 1.2.13

【思路点拨】

分别对当 0a ， 0a 和 0a 三种情况进行讨论. 同时注意实数 a对二次函数对称

轴
a

x 1
 的影响.

【动态解析】

当 0a 时，令 0)3(244  aa ，解得：
2
37 

a 或
2
37 

a （舍

去）. 当
2
73

a 时，如图 1.2.8 所示， 0)5)(1()1()1(  aaff 并且对称轴

a
x

2
1

 满足 1
2
73

2
10 




a
.因此当

2
73

a 时，函数 )(xf 在区间 11 ，上

一定有零点.

当 0a 时， 32)(  xxf ，如图 1.2.11 所示，显然在区间 11 ，上没有零点.

当 0a 时，由前面 0 解得
2
37 

a 或
2
37 

a （均小于 0）知道 )(xf 与 x

轴恒有交点，因为对称轴 01


a
x 所以，若 )(xf 在区间  11 ，上有零点，如图 1.2.13

所示，则要求 0)1( f ，解得： 1a .

综上所述， a的取值范围是：
2
73

a 或 1a .

【简要评注】

在讨论参数的取值范围时，一般首先从熟悉的分类标准进行讨论，例如在这里的 0a ，
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0a 和 0a ，然后对每一种情况下结论成立的条件进行进一步讨论.

本节小结

利用二次函数的图像性质解题过程中，图像的对称性及其函数的零点往往是解答的关键.

对于指定区间上的问题，区间的两个端点是否满足条件需要重视和认真分析.

二次函数、二次方程和二次不等式历来都是热点问题和重点问题，这三个形式关系密切，

又各有特点，也容易与实际问题结合. 命题时可塑性强，难度可深可浅，所考察的中学阶段

的相关知识也比较系统. 例如求根公式，函数图像的特征，不等式的解法等许多问题最终也

会转化成为二次问题的求解. 三个二次问题中二次函数是解决问题的桥梁.

拓展练习

2.1．已知 1))(()(  bxaxxf ，m和n是方程 0)( xf 的两根，且 ba  ， nm  ，

则实数m， n， a，b的大小关系是（ ）

A． nbam 
B． bnma 
C． nbma 
D． bnam 

2.2．若方程 012 2  xax 在（0，1）内恰有一解，求 a的取值范围.

第三节 分段函数及其性质

1. 分段函数的单调性

例 1．已知
(3 1) 4 , 1

( )
log , 1a

a x a x
f x

x x
  

  
是 ( , )  上的减函数，求 a的取值范围是.

【动感体验】

打开文件“1-3-例 1.dmr”，可以看到函数 )(xf 的图像，通过变量尺可以改变实数 a的

值或通过按钮设置a的值，从而改变函数的性质. 图 1.3.1-1.3.4 所示为其中的几种情形.

观察和研究满足题设条件的情况，并考虑对应的条件.
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图 1.3.1 图 1.3.2

图 1.3.3. 图 1.3.4

【思路点拨】

根据函数单调性的概念确定分段函数每一段应满足的条件，还应该考虑两段函数之间的

关系.

【动态解析】

因为函数
(3 1) 4 , 1

( )
log , 1a

a x a x
f x

x x
  

  
是 ( , )  上的减函数.

所以，












1log41)13(
10
013

aaa
a

a

解得：
3
1

7
1

 a .容易知道只有图 1.3.3 满足题设条件.

【简要评注】

这是一个分段函数，一段是对数函数，一段是一次函数. 根据函数单调性的概念不仅应

该考虑这两个函数各自是减函数，还应该考虑在整个定义域 ( , )  上满足减函数的条件.

通常情况下，两个单调增区间或者两个单调减区间是不能合并在一起的，因而 )(xf 若在



18

（  ，  ）是减函数必须从整体上考虑. 容易发生的错误是选择图 1.3.4.

2. 分段函数的最值问题

例 2．用 },,min{ cba 表示 a，b，c三个数中的最小值.设 }10,2,2min{)( xxxf x 

（ 0x ），求 )(xf 的最大值.

【思路点拨】

画出函数
xy 2 , 2 xy 和 xy 10 的图像.

【动态解析】

打开文件“1-3-例 2.dmr”，如图 1.3.5 所示，实线为函数 }10,2,2min{)( xxxf x 

（ 0x ）的图像，可知在函数 2 xy 与 xy  10 的图像交点处， )(xf 取最大值.

图 1.3.5

易知 )(xf 的最大值为 6.

【简要评注】

对 于 分 段 函 数








)()(),(
)()(),(

)(
xgxfxg
xgxfxf

xH 我 们 是 熟 悉 的 ，

}10,2,2min{)( xxxf x  不过是分段函数 )(xH 的拓展，由两端变成了三段.解答分段

函数的问题是，画出它的大致图像能够帮助我们准确、高效地解决问题.而画分段函数图形

的关键是准确找到相邻两端交点的位置.

本节小结

分段函数的问题分段处理，整体求解. 通过画出分段函数的大致图像，可以帮助更迅速、
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更直接得到问题解答的结果. 因此，通过研究分段函数的表达式，准确地画出它的图像对解

决问题能起到事半功倍的作用.

拓展练习

3.1．设
221)( xxf  ， xxxg 2)( 2  .

若








)()()(
)()()(

)(
xgxfxf
xgxfxg

xF
，

，
，

则 )(xF 的最大值为 .

3.2．设函数 ( )y f x 在 ( , )  内有定义，对于给定的正数 k ，定义函数









kxfk

kxfxf
xf k )(,

)(),(
)( ，取函数 ( ) 2 xf x  .当 k =

1
2
时，求函数 ( )kf x 的单调递增区间.

第四节 函数的零点及方程的解

1.周期函数与直线的交点

例 1．已知以 4T  为周期的函数
21 , ( 1,1]( )

1 2 , (1,3]
m x xf x

x x

    
  

，其中 0m  .若方程

3 ( )f x x 恰有 5 个实数解，求实数m的取值范围为.

【动感体验】

可将方程 xxf )(3 化为
3

)( xxf  ，问题转化为直线
3
xy  与 )(xf 的图像恰有 5 个交

点，求m的取值范围.

首先画出一个周期内函数
21 , ( 1,1]( )

1 2 , (1,3]
m x xf x

x x

    
  

(其中 0m  )的图像，这是由两

部分组成的：椭圆 12

2
2 

m
yx , ]1,1(x 的上半部分和 1|2|  xy ]3,1(x .

打开文件“1-4-例 1.dmr”，实线为函数 )(xf 的图像，虚线为
3
xy  的图像.通过变量
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尺改变实数m的值或通过按钮设置m的值，观察函数 )(xfy  与
3
xy  的图像交点变化

情况.

如图 1.4.1—1.4.5 所示为其中的几种情形.

图 1.4.1

图 1.4.2

图 1.4.3
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图 1.4.4

图 1.4.5

【思路点拨】

找出直线
3
xy  与函数 )(xf 的图像有 5 个交点的临界状态. 根据题目要求，需要直线

3
xy  与下一个椭圆有两个交点，与再一个椭圆无交点，由此可以确定m的取值范围.

【动态解析】

考虑两个极端的情况：

（1）
3
xy  与半椭圆

2)4(1  xmy 相切，如图 1.4.2 所示. 将
3
xy  代入

2)4(1  xmy 整理得 0158)
9
11( 2

2  xx
m

.

由 0)
9
11(1548 2

2 
m

，解得：
3
15

m .

（2）
3
xy  与半椭圆

2)8(1  xmy 相切，如图 1.4.4 所示. 将
3
xy  代入

2)8(1  xmy ,整理得 06316)
9
11( 2

2  xx
m

.

由 0)
9
11(63416 2

2 
m

，解得： 7m .

综上所述，当 7
3
15

 m 时，如图 1.4.3 所示，函数 )(xfy  与
3
xy  的图像有

5个点，即方程3 ( )f x x 恰有 5 个实数解. 所以答案选择 B.

【简要评注】
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对于周期函数来说，除了要了解函数的整体性质，还需要抓住每个周期内的性质特征.

在解决周期函数与非周期函数的综合问题时，研究两个函数关系发生改变的某个周期是解决

问题的关键，可以避免大量繁琐的计算.

2. 指数函数与对数函数的图像交点

例 2．设 a b c， ， 均为正数，且 1
2

2 loga a ， 1
2

1 log
2

b

b   
 

， 2
1 log
2

c

c   
 

．比较

a b c、 、 之间的大小.

【动感体验】

打开文件“1-4-例 2.dmr”，如图 1.4.6 所示，各曲线分别为函数
xy )

2
1( ，

xy 2 ，

xy 2log ，
xy

2
1log 的图像. 观察函数图像之间的交点，比较 a b c、 、 之间的大小.

图 1.4.6

【思路点拨】

因为 1
2

2 loga a ，所以 a表示函数
xy 2 与

xy
2
1log 的图像之间交点的横坐标. 同

理，b表示函数
xy )

2
1( 与

xy
2
1log 的图像之间交点的横坐标， c表示函数

xy )
2
1( 与

xy 2log 的图像之间交点的横坐标. 因此，可以借助函数
xy 2 ,

xy )
2
1( xy 2log ,与

xy
2
1log 的图像比较这三个数的大小.
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【动态解析】

进入文件的第二页，如图 1.4.7 所示，容易知道 a b c、 、 之间的大小满足：a b c  .

图 1.4.7

【简要评注】

在本题中直接求出 a b c， ， 的值是不现实的. 把已知等式当做方程，从而转化为两个函

数图像交点的问题，根据函数图像的性质就能轻松解决问题.

3．分段函数在指定区间上的解

例 3．已知
2 2( ) | 1|f x x x kx    ．若关于 x 的方程 ( ) 0f x  在 (0 2)， 上有两个解

1 2x x， ，求 k 的取值范围，并证明
1 2

1 1 4
x x
  .

【动感体验】

打开文件“1-4-例 3.dmr”，实线为函数
22 |1|)( xxxg  的图像，虚线为函数

kxxh )( 的图像. 通过变量尺改变 k 的值或通过按钮设置 k 的值，观察和研究函数 )(xg

与 )(xh 在 (0 2)， 上交点的情况，即函数 kxxxxf  22 |1|)( 的零点的情况，如图 1.4.8

和图 1.4.9 所示为其中的两种情况.
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图 1.4.8 图 1.4.9

【思路点拨】

准确判断 )(xg 与 )(xh 在 (0 2)， 上有一个交点的情况.

【动态解析】

当直线段 kxxh )( 经过点（1，-1）时，函数 )(xg 与 )(xh 在 (0 2)， 上有一个交点，如

图 1.4.10 所示，这时解得： 1k .

当直线段 kxxh )( 经过点（2， )2(g ）时，函数 )(xg 与 )(xh 在 (0 2)， 上有一个交点，

如图 1.4.11 所示，这时由 7)2(2  gk 解得：
2
7

k .
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图 1.4.10 图 1.4.11

因此当 1
2
7

 k 时，函数 )(xg 与 )(xh 在 (0 2)， 上有两个交点，如图 1.4.12 所示.
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图 1.4.12

而当函数 1k 或
2
7

k 时， )(xg 与 )(xh 在 (0 2)， 上少于两个交点，如图 1.4.13、

图 1.4.14 所示.

图 1.4.13 图 1.4.14

因 为 210 21  xx ， 所 以
1

1k
x

  ，
2
2 22 1x kx  ＝ 0. 消 去 k 得
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2
1 2 1 22 0x x x x   ，即 2

1 2

1 1 2x
x x
  ，因为 22 x ，所以

1 2

1 1 4
x x
  .

【简要评注】

对于那些我们不容易绘制其图像的函数来说，在求函数零点的过程中，可以将该函数分

解成为我们熟悉的、容易作图的两个初等函数. 通过求这两个初等函数的交点得到题设中非

初等函数的零点.

4.两个函数图像的交点问题

例 4．已知函数 xxxf 8)( 2  ， mxxg  ln6)( . 是否存在实数 m ，使得

)(xfy  =的图象与 )(xgy  的图象有且只有三个不同的交点？若存在，求出m的取值范

围；若不存在，说明理由.

【动感体验】

打开文件“1-4-例 4.dmr”，如图 1.4.15 所示，虚线为函数 xxxf 8)( 2  的图象，

实线为函数 mxxg  ln6)( 的图象. 改变实数m的值，研究 )(xfy  的图象与 )(xgy 

的图象的交点情况.

图 1.4.15

【思路点拨】

当两条曲线在某个位置相切时，此时为他们之间交点个数变化的临界位置. 因此问题
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转化为求两条曲线相切时实数m的值.

【动态解析】

82)('  xxf ，
x

xg 6)('  . 由 )(')(' xgxf  ，解得 1x 或者 3x .

当 1x 时，由 )(xf 与 )(xg 相切，如图 1.4.16 所示，由 )1()1( gf  ，解得 7m .

图 1.4.16 图 1.4.17

当 3x 时，由 )(xf 与 )(xg 相切，如图 1.4.17 所示，可知： )3()3( gf  解得

3ln615m .

可知当 3ln6157  m 时，函数 )(xf 的图象与函数 )(xg 的图象有三个交点，如图

1.4.18 所示.

而当 7m 或者 3ln615m 时， )(xf 的图象与函数 )(xg 的图象有两个交点，如图

1.4.16 和图 1.4.18 所示.
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图 1.4.18

而当 7m  或者 15 6ln3m   时， )(xf 的图象与函数 )(xg 的图象有一个交点，如图

1.4.19 和图 1.4.20 所示.

图 1.4.19 图 1.4.20

综上所述，当 3ln6157  m 时 )(xf 的图象与函数 )(xg 的图象有三个交点.

【简要评注】

本题对作图的要求很高，利用计算机可以帮助我们观察函数图象变化的过程以及两个函
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数图象交点变化的规律，反过来帮助我们深刻理解对数函数和二次函数的性质以及它们之间

的关系. 这就是我们在前言中所说的那句话：用计算机是为了不用计算机.

5．探索方程的根的个数

例 5．关于 x的方程
2 2 2( 1) 1 0x x k     ，给出下列四个命题：

①存在实数 k ，使得方程恰有 2 个不同的实根；

②存在实数 k ，使得方程恰有 4 个不同的实根；

③存在实数 k ，使得方程恰有 5 个不同的实根；

④存在实数 k ，使得方程恰有 8 个不同的实根.

其中假．命题的个数是（ ）

A．0 B．1 C．2 D．3

【动感体验】

设 |1| 2  xt ，则 t是方程 02  kxx 的根. 探索 t取不同的值时，方程 |1| 2  xt

的解的情况. 打开文件“1-4-例 5.dmr”，如图 1.2.21 所示，曲线为函数 |1| 2  xy 的图

象，水平直线对应的方程为
ty 
，拖动点 t改变 t的值，观察两个图象交点的个数.
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图 1.4.21 图 1.4.22

而 t 作为方程 02  kxx 的根，又可以取哪些值呢？进入文件的第二页，如图

1.4.22 所示为函数 kxxy  2
的图象，通过变量尺或者动画按钮改变实数 k 的值，观察

图象与 x轴交点的情况.

【思路点拨】

首先观察 |1| 2  xy 图象与
ty 
图象的交点，研究当 t取不同的值时方程 |1| 2  xt

的解的情况. 然后通过方程
2 0x x k   研究 t 究竟可以取得哪些数值？从而确定方程

0|1|)1( 222  kxx 的实根情况.

【动态解析】

容易知道，对于方程 |1| 2  xt 来说：

如图 1.4.23 所示，当 1t 时，方程有 2 个实根；

图 1.4.23 图 1.4.24

如图 1.4.24 所示，当 1t 时，方程有 3 个实根；

如图 1.4.25 所示，当 10  t 时，方程有 4 个实根；



32

图 1.4.25 图 1.4.26

如图 1.4.26 所示，当 0t 时，方程有 2 个实根；

如图 1.4.27 所示，当 0t ，方程没有实根.

图 1.4.27

而对于函数 kxxy  2
来说（注意到它的对称轴为

2
1

x ）：

当△<0 时，没有实根，如图 1.4.28 所示，这时对应 0|1|)1( 222  kxx 没有实

根；



33

图 1.4.28 图 1.4.29

当△=0 时，有两个相等实根：
2
1

21  tt ，如图 1.4.29 所示，对照图 1.4.25 这时方

程 0|1|)1( 222  kxx 有 4个实根；

当△>0 时，若两实根满足 10 21  tt ，如图 1.4.30 所示，对照图 1.4.25 这时方程

0|1|)1( 222  kxx 有 8 个实根；

图 1.4.30 图 1.4.31

当△>0 时，若两实根满足 10 21  tt ，如图 1.4.31 所示，对照图 1.4.24 和图 1.4.26

这时方程 0|1|)1( 222  kxx 有 5 个实根；

当△>0 时，若两实根满足 21 10 tt  ，如图 1.4.32 所示，对照图 1.4.23 和图 1.4.27

这时方程 0|1|)1( 222  kxx 有 2 个实根.

图 1.4.32

因此选择 A.

我 们 还 是 看 看 庐 山 真 面 目 吧 . 进 入 文 件 的 第 三 页 ， 曲 线 表 示 函 数

kxxy  |1|)1( 222
的图像，通过变量尺改变实数 k 的值或通过按钮设置 k 的值，如
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图 1.4.33-1.4.37 所示，为其中的几种情形.

图 1.4.33

图 1.4.34

图 1.4.35
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图 1.4.36

图 1.4.37

【简要评注】

设 |1| 2  xt ，则关于 x的方程
2 2 2( 1) 1 0x x k     化为 02  ktt .若此二次

方程有两实数根 1t 、 2t ，则 1t + 2t =1，可根据 2,1ty  与 |1| 2  xy 图象交点的个数判断方

程
2 2 2( 1) 1 0x x k     的个数. 例如， 1t =0， 2t =1 方程恰有 5 个不同的实数根；当

1t = 2
1

2 t 时方程恰有 4 个根；当
4
1

1 t ，
4
3

2 t 时方程有 8个根；当 21 t ， 12 t 时方

程恰有 2 个根.

6．参数与方程的零点个数

例 6．设定义域为 R 的函数








1,0
1||,1|lg|

)(
x
xx

xf ，则关于 x 的方程
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0)()(2  cxbfxf 有 7 个不同实数解的充要条件是（ ）.

A． 0b 且 0c B． 0b 且 0c
C． 0b 且 0c D． 0b 且 0c

【动感体验】

设 ( )t f x ，则 t 是方程 02  cbxx 的根. 探索 t 取不同的值时，关于 x 的方程

( )t f x
解的情况. 打开文件“1-4-例 6.dmr”，如图 1.4.38 所示，曲线为函数

||1|lg|  xy 的图象，水平直线对应的方程为 ty  ，拖动点 t改变 t的值或通过按钮设置

t的值，观察两个函数图象交点的个数.

图 1

当关于 x的方程 0)()(2  cxbfxf 有 7个不同实数解时，研究 t所应满足的条件.

【思路点拨】

首先观察 ( )t f x 图象与
ty 
图象的交点，研究当 t取不同的值时方程 ( )t f x 解的

情况. 然后通过方程 02  cbxx 的解的情况，研究 t 的取值范围，从而确定方程

2 0t bx c   的系数b、c应满足的条件.

【动态解析】

容易知道：对于方程 ( )t f x 来说：

如图 1.4.39 所示，当 0t 时，方程有 4 个实根；

图 1.4.39

如图 1.4.40 所示，当 0t  时，方程有 3个实根；



37

图 1.4.40

如图 1.4.41 所示，当 0t 时，方程没有实根；

图 1.4.41

若关于 x的方程 0)()(2  cxbfxf 有7个实根，则需要关于 t的方程 02  cbtt

有两个实根 1t 、 2t ，并且 01 t 、 02 t .

由 02 t 得到 0c ，则方程 02  cbtt 化简为 0)(  btt ，则由 01  bt 得 0b .

因此选择 C.

【简要评注】

设 ( )t f x ，则 t是方程 02  cbxx 的根.若答案 A成立，即 0b 且 0c 时，此

方程或无实根，或有两个正根（可以相同），显然不符合条件；若答案 B 成立，即 0b 且 0c
时，此方程有以一正根一负根，显然也不符合条件；若答案 C成立，即 0b 且 0c 时，

此方程有以一正根一零根，观察 ( )t f x 图象与 ty  图象的交点，知此时刚好有 7 个交点；

若答案 D 成立，即 0b 且 0c 时，此方程有两零根或一零根一负根，显然也不符合条件.

通过函数的性质掌握函数图像的特点，对解题大有帮助. 对于复合函数来说，往往需要

通过换元将问题分解，需要注意的是函数换元后中间变量的取值范围.

本节小结

方程的根或者函数的零点问题，本质上是两个函数图像交点的横坐标问题.函数图像能

够帮助我们直观地分析交点的个数和大致位置，计算机能够准确地画出一般函数的图像，有

助于我们研究和理解函数图像的交点问题. 然而，在没有计算机帮助的情况下，也能够准确
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地画出函数的大致图像是解决问题的关键. 对于图像较为复杂的函数来说，通过函数表达式

透彻研究函数的各种性质,有助于我们在绘制函数的大致图像时不会出现较大偏差.

拓展练习

4.1．设 1
2

log 3a  ，

0.21
3

b    
 

，

1
32c  ，则（ ）

A．a b c  B．c b a 
C．c a b  D．b a c 

4.2．已知 ( )f x 是二次函数，不等式 ( ) 0f x  的解集是 (0,5),且 ( )f x 在区间 1,4 上

的最大值是 12.

（1）求 ( )f x 的解析式；

（2）是否存在自然数 ,m 使得方程
37( ) 0f x
x

  在区间 ( , 1)m m  内有且只有两个不

等的实数根？若存在，求出m的取值范围；若不存在，说明理由.

第五节 函数的性质与参数的取值范围

1．不等式在指定区间上恒成立

例 1．若不等式 012  axx 对于一切 )
2
1,0(x 成立，求实数 a的最小值.

【动感体验】

打开文件“1-5-例 1.dmr”，实线为函数 1)( 2  axxxf 在区间 )
2
10( ， 上的图象，通

过变量尺可以改变实数 a的值或通过按钮设置 a的值，图 1.5.1—1.5.5 为其中的几种情形.
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图 1.5.1 图 1.5.2

图 1.5.3 图 1.5.4

图 1.5.5
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【思路点拨】

考虑函数的连续性以及条件成立的临界情况.

【动态解析】

因为抛物线 )(xfy  的开口向上，并且 01)0( f ，所以，当对称轴 0
2


ax ，

即 0a 时，在区间 )
2
10( ， 上 0)( xf 显然成立.

当对称轴 0
2


ax ，即 0a 时：若 042  a ，即 02  a ，如图 1.5.2、

图 1.5.3 所示，显然在区间 )
2
10( ， 上 0)( xf 成立；若 042  a ，即 2a ，如图

1.5.4、图 1.5.5 所示，因为这时对应的函数对称轴 1
2


ax ，即 )(xf 在区间 )
2
10( ， 上

单调递减，所以只需要 0)
2
1( f ，即 01

24
1


a

，解得
2
5

a .

综上所述， a的取值范围是
2
5

a . 所以 a的最小值为
5
2

 .

【简要评注】

讨论不等式恒成立时求参数的取值范围问题，一般来说比较复杂，需要认真考虑分类的

原则. 仔细研究原函数的本身的特点以及参数在函数表达式中的特征，就可以找到参数分类

讨论的依据.

2．探索不等式恒成立的变量范围

例 2 ． 已 知 函 数 xxxxf 249)( 23  ， 若 对 任 意 的 [ 26 6]m  ， ， 恒 有

11)( 3  mxxxf ，求 x的取值范围．

【动感体验】

由 11)( 3  mxxxf 得 mxxx  11249 2
，设 11249)( 2  xxxh ， mxxk )( .

打开文件“1-5-例 2.dmr”，点 A和点 B是曲线 )(xh 和直线 )(xk 的交点，那么在区间 ],[ BA xx

上满足 )()( xkxh  . 通过变量尺改变实数m的值或通过按钮设置m的值，观察m对 Ax 和
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Bx 的影响. 如图 1.5.6—1.5.8 为其中的几种情形.

图 1.5.6 图 1.5.7

图 1.5.8

【思路点拨】

求 Ax 的最大值和求 Bx 的最小值.

【动态解析】

容易知道，当m最大时， Ax 最大，由







xy
xxy

6
11249 2

解得
3
1

x 或
3
11

x (舍

去)；当m最小时， Bx 最小，由

29 24 11,
26 ,

y x x
y x

   


 
解得 1x (舍去）或

9
11

x .
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所以当 ]
9
11,

3
1[x 时，对于任意的 [ 26 6]m  ， ，恒有 11)( 3  mxxxf 成立.

进入文件“1-5-例 2.dmr”的第二页，单击动画按钮，如图 1.5.9 所示，直线 mxy  下

方点 A和点 B没有经过的区域即为 x的取值范围.

图 1.5.9

【简要评注】

本题中，若分离常数，则必须对 x分别求解. 但当我们分别观察两个函数图像时，由于

)(xh 是确定的. 只要研究m的变化对 )(xk 及两个函数图像交点的影响，便能抓住解决问

题的关键和本质.

3．探索参数对两函数性质的影响

例 3．已知函数      22 2 4 1,f x mx m x g x mx     ，若对于任一实数 x，  f x

与  g x 的值至少有一个为正数，求实数m的取值范围.

【动感体验】

打开文件“1-5-例 3.dmr”，如图 1.5.10 所示，曲线为函数 )(xfy  的图像，直线为

函数 )(xgy  的图像，通过变量尺改变实数m的值或通过按钮设置m的值，研究当  f x
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与  g x 的值至少有一个为正数时，实数m应满足的条件.

图 1.5.10

【思路点拨】

从函数 mxxg )( 的图像入手，分别对 0m 、 0m 和 0m 的情况进行分类讨论.

请注意抛物线始终经过点(0，1).

【动态解析】

（1）当 0m 时，如图 1.5.11 所示，这时不满足题设的条件.

（2）当 0m 时， 18)(  xxf ， 0)( xg ，如图 1.5.12 所示，这时不满足题设

条件.

图 1.5.11 图 1.5.12
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图 1.5.13

（3）当 0m 时，若抛物线 )(xfy  的对称轴在 y轴右侧，即 0
2
4





m
mx ，如图

1.5.13 所示，则  f x 与  g x 的值至少有一个为正数. 由










0
2
4

0

m
m

m
解得： 40  m .

当 0m 时，若抛物线 )(xfy  的对称轴在 y 轴左侧，即 0
2

)4(





m
mx ，分两种情

况：抛物线 )(xfy  与 x轴没有交点和有交点. 当抛物线 )(xfy  与 x轴没有交点时，如

图 1.5.14 所示，  f x 与  g x 的值至少有一个为正数；当抛物线 )(xfy  与 x轴没有交

点时，如图 1.5.15 所示，这时不满足题设条件.因此由
2

0,
4(4 ) 4 2 0,
4 0,
2

m
m m

m
m


 


   
  


解得：

4 8m  .
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图 1.5.14 图 1.5.15

当 0m  时，若抛物线 )(xfy  的对称轴为 y轴时，即 0
2
4





m
mx ，解得 4m  ，

如图 1.5.16 所示，此时  f x 与  g x 的值至少有一个正数.

图 1.5.16

综上所述，若对于任一实数 x，  f x 与  g x 的值至少有一个为正数，则实数m的取

值范围是： 80  m .

换一种角度，我们可以通过以下分类方式进行讨论：

当抛物线 )(xfy  的开口向下时，无论m取任何数值都不可能满足条件.

当抛物线 )(xfy  的开口向上且判别式小于零时，即 024)4(4 2  mm ，一定满

足题设条件，解得： 82  m .

当抛物线 )(xfy  的开口向上且判别式不小于零时，若抛物线的对称轴 0
2
4





m
mx ，
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也一定满足题设条件，解得： 40  m .

综上所述，实数m的解集为： 80  m .

【简要评注】

首先要弄清楚“若对于任一实数 x，  f x 与  g x 的值至少有一个为正数”是什么意

思？当实数m变化时，两个函数的性质都在改变，那么首先可以分别对他们进行研究. 例

如在本题中，从函数 mxxg )( 的图像入手，分别对 0m 和 0m 的情况进行分类讨论问

题，则 )(xg 的图像必有一半在 x轴下方，而另一半在 x轴上方.当 )(xg 的一半在 x轴下方

时，就要求 )(xf 的图像在 x轴的上方，这就缩小了讨论的范围，而且问题也变得更加清晰，

并最终转化为 )(xf 的判断问题.

本节小结

在含有参数的不等式恒成立问题中，弄清楚参数与函数自变量是问题解决的关键，弄清

楚参数的变化或者变量的范围对不等式两边表达式的影响是解答问题的切入点.

拓展练习

5.1．已知函数 | |

1( ) 2
2

x
xf x   ．

（1）若 ( ) 2f x  ，求 x的值；

（2）若 2 (2 ) ( ) 0t f t mf t ≥ 对于 [1 2]t ， 恒成立，求实数 m 的取值范围．

5.2．已知函数
2( ) 2 (4 ) 4f x x m x m     ， ( )g x mx ，若对于任一实数 x， ( )f x

与 ( )g x 的值至少有一个为正数，求实数m的取值范围.
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第二章 三角函数

三角函数是基本初等函数，是描述周期现象的重要数学模型，是周期函数的典型和代表，

有非常广泛的应用背景.近几年来，对三角函数的考查主要在其图像与性质两方面的内容.

利用数形结合能够帮助我们快速有效地获得三角函数的性质，从而获得解题的清晰思路.因

此能够准确、迅速地绘制三角函数的大致图像是非常重要的，而这需要对基本三角函数的概

念和性质有深刻的认识和理解.

第一节 三角函数图像的性质和变换

1．正弦函数的图像性质

例 1．函数
π( ) 3sin 2
3

f x x   
 

的图象为C，如下结论中正确的是

（写出所有正确结论的编号．．）.

①图象C关于直线
11 π
12

x  对称；

②图象C关于点
2π 0
3

 
 
 

， 对称；

③函数 ( )f x 在区间
π 5π
12 12

  
 

， 内是增函数；

④由 3sin 2y x 的图像向右平移
π
3
个单位长度可以得到图象C．

方法一：

【动感体验】

打开文件“2-1-例 1.dmr”，如图 2.1.1 所示，是我们所熟悉的函数 xy sin3 的图像，

请你分别说出它的对称轴、对称中心和递增区间.
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图 2.1.1

进入文件“2-1-例 1.dmr”的第二页，如图 2.1.2 所示，实细线为函数 xy 2sin3 的

图像，实粗线为函数 )
3

2sin(3 
 xy 的图像，左边显示的是虚细线的方程，通过变量尺

可以改变 k 的值或通过按钮设置 k 的值，从而实现使得虚线在水平方向上移动. 通过曲线的

位置和它的表达式，判断结论③的正确性.

图 2.1.2

【思路点拨】

函数 )
3

2sin(3 
 xy 是函数 xxg sin3)(  与函数

3
2)( 

 xxh 的复合函数，即

))(()( xhgxf  ，那么函数 )(xgy  中自变量 x的性质，就对应于 )(xh 中值域的性质. 依
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次可以快速、准确推导函数 )
3

2sin(3 
 xy 的性质.

【动态解析】

根据图 2.1.1，容易知道函数 xy sin3 关于直线  kx 
2
1 k Z（ ）对称,因此

函 数 )
3

2sin(3)( 
 xxf 的 图 像 关 于 直 线  kx 

2
1

3
2 ， 即


212

1 kx  k Z（ ）对称.

根据图 2.1.1，函数 xy sin3 的对称中心为（ k ，0）， Zk .因此函数

)
3

2sin(3)( 
 xxf 的对称中心横坐标 x满足  kx 

3
2 ，解得：

62



kx .

根据图 2.1.1，当  k2
2
  x  k2

2
， k Z（ ）上函数 xy sin3 是增函数, 因

此 当  k2
2
 

3
2 x  k2

2
， 即  k

12
 x  k

12
5

时 ， 函 数

)
3

2sin(3)( 
 xxf 为增函数.

图像的平移是对变量 x的改变，因为 )
6

(2sin3)
3

2sin(3)( 
 xxxf ，因此由

函数 xy 2sin3 的图像向右平移
6


个单位可以得到图像C .

所以①、②、③正确，④错误.

方法二

（1）把
11 π
12

x  代入
π( ) 3sin 2
3

f x x   
 

中得 3
2
3sin3)

12
11(  f ，所以图象

C关于直线
11 π
12

x  对称.

（2）计算 0sin3)
3
2(  f ，所以图象C关于点

2π 0
3

 
 
 

， 对称.
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（ 3 ） 函 数 ( )f x 的 单 调 增 区 间 ： 由
2

2
3

2
2

2   kxk 得 到

12
5

12
  kxk ，所以函数 ( )f x 在区间

π 5π
12 12

  
 

， 内是增函数.

（ 4 ） 令 xxg 2sin3)(  ， 把 3sin 2y x 的 图 像 向 右 平 移
π
3

个 单 位 得 到

)
3

(2sin3)
3

( 
 xxg 的 图 像 ， 即 )

3
22sin(3 

 xy 的 图 像 ， 与 函 数

π( ) 3sin 2
3

f x x   
 

不符.所以得不到函数
π( ) 3sin 2
3

f x x   
 

的图像. 事实上，因为

)
6

(2sin3)
3

2sin(3)( 
 xxxf ，因此由函数 xy 2sin3 的图像向右平移

6


个单位

才可以得到图像C .

【简要评注】

不同于其他函数，三角函数具有周期性，因而具有多个对称中心和对称轴. 对称中心和

对称轴也是周期性地出现，但相对于函数的周期，它们的周期减半.

2．正弦函数图像的变换

例2．为了得到函数 )
63

sin(2 


xy ， Rx 的图像，只需要把函数 xy sin2 ， Rx

的图像上的所有点 （填写：向左或向右）平移 个单位长度，再把所得各点的

横坐标 （填写：伸长或缩短）到原来的 倍（纵坐标不变）.

【动感体验】

打开文件“2-1-例 2.dmr”，如图 2.1.3 所示，虚线为函数 xy sin2 的图像，实线为

函数 )sin(2 baxy  的图像. 通过变量尺改变 a或b的值或者通过按钮设置 a或b的值，

观察函数 )sin(2 baxy  对应图像的变化规律，以及其对应的方程表达式.
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图 2.1.3

【思路点拨】

对函数 xy sin2 与函数 )
63

sin(2 


xy 图像上对应点的坐标关系进行比较和研究.

【动态解析】

进入文件“2-1-例 2.dmr”的第二页.将函数 xxf sin2)(  的图像（虚线）向左平移
6


个单位长度，得到如图 2所示曲线（实线），假设表示为 )(xgy  （表达式未知）.

图 2.1.4

假 如 函 数 )(xgy  上 的 点 P ))(,( xgx 是 通 过 将 函 数 )(xfy  图 像 上 的 点

'P ))'(,'( xfx 向左平移
6


个单位而得到，则有
6

' 
 xx 、 )'()( xfxg  .拖动点 P，可以

观察点 P与点 'P 之间的坐标关系.

所以， )
6

sin(2)
6

()'()( 
 xxfxfxg .
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进入文件“2-1-例 2.dmr”的第三页.

将函数 )
6

sin(2)( 
 xxg 的图像上各点的纵坐标不变而将横坐标伸长到原来的 3 倍

得到如图 3所示虚线，设为 )(xhy  （表达式未知）.

假 如 函 数 )(xhy  上 的 点 Q ))(,( xgx 是 通 过 将 函 数 )(xfy  图 像 上 的 点

'Q ))'(,'( xfx 纵坐标不变而将横坐标伸长到原来的3倍所得到，则有 '3xx  、 )'()( xfxh  .

拖 动 点 Q ， 可 以 观 察 点 Q 与 点 'Q 之 间 的 坐 标 关 系 .

图 2.1.5

所以， )
63

sin(2)
3
()'()( 


xxfxfxh .

综上所述，为了得到函数 )
63

sin(2 


xy ， x R（ ）的图像，只需要把函数 xy sin2 ，

x R（ ）的图像上的所有点向左平移
6


个单位长度，再把所得各点的横坐标伸长到原来的 3

倍，而纵坐标不变.

【简要评注】

函数图像变换时绘制函数图像的一种重要方法.恰当地利用图像变换可以方便地将已知

函数的图像变换成为所求函数的图像.由于图像变换的过程不满足交换律，因此变换的顺序

不同，所得到的结果往往也不相同，因此需要明确变换的顺序以及每一次变换的内容，才能

得到正确的结果.

若单从函数表达式出发，则有函数 xy sin2 的周期是 2 ，而函数 )
63

sin(2 


xy

的周期是 6 （令 0
63


x
，得

2


x ，令  2
63


x
，得

2
11

x ），从函数的周期
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性可以否定前两个选项.对比函数 xy sin2 和 )
63

sin(2 


xy 的两个零点，得知应该选

择C .

下面介绍对于 x方向的对应变换公式的求解思路.

如图 2.1.6 所示，实线表示将虚线向左平移 个单位后得到的图像.若用 )(xfy  表

示平移前的函数表达式（已知），用 )(xgy  表示平移后的函数表达式（待求）.对于函数

)(xgy  的图像上的任意点 ))(,( xgxP ，在 0xx  时，点 P 的纵坐标 y 取到的是

 0xx 时 )(xfy  对应的值，因此点 P的坐标可以表示为 ))(,( xfxP ，所以函数

图像 )(xfy  向左平移 个单位后的表达式为 )(  xfy .

图 2.1.6 图 2.1.7

如图 2.1.7 所示，实线表示将虚线向右平移 个单位后得到的图像.若用 )(xfy  表

示平移前的函数表达式（已知），用 )(xgy  表示平移后的函数表达式（待求）.对于函数

)(xgy  的图像上的任意点 ))(,( xgxP ，在 0xx  时，点 P 的纵坐标 y 取到的是

 0xx 时 )(xfy  对应的值，因此点 P的坐标可以表示为 ))(,( xfxP ，所以函数

图像 )(xfy  向右平移 个单位后的表达式为 )(  xfy .

如图 2.1.8 所示，实线 )(xgy  （待求）表示由虚线 )(xfy  （已知）上的各点纵坐

标不变而横坐标缩短为原来的
k
1
倍所变换得到.对于函数 )(xgy  的图像上的任意点

))(,( xgxP ，在 0xx  时，点 P的纵坐标 y取到的是 0kxx  时 )(xfy  对应的值，因此
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点 P的坐标可以表示为 ))(,( kxfxP ，所以将函数 )(xfy  图像上的所有点在纵坐标不变

而横坐标缩短为原来的
k
1
倍后变换得到的曲线可表示为 )(kxfy  .

图 2.1.8 图 2.1.9

如图 2.1.9 所示，实线 )(xgy  （待求）表示由虚线 )(xfy  （已知）上的各点纵

坐标不变而横坐标伸长为原来的 k 倍所变换得到.对于函数 )(xgy  的图像上的任意点

))(,( xgxP ，在 0xx  时，点 P的纵坐标 y 取到的是
k
xx 0 时 )(xfy  对应的值，因此

点 P的坐标可以表示为 ))(,(
k
xfxP ，所以将函数 )(xfy  图像上的所有点在纵坐标不变而

横坐标伸长为原来的 k 倍后变换得到的曲线可表示为 )(
k
xfy  .

3．三角函数图像与水平直线的交点

例 3．已知函数 2π π( ) sin sin 2cos
6 6 2

xf x x x x            
   

R， （其中 0  ）.

（I）求函数 ( )f x 的值域；

（II）若对任意的 aR ，函数 ( )y f x ， ( π]x a a ， 的图象与直线 1y   有且

仅有两个不同的交点，试确定的值（不必证明），并求函数 ( )y f x x R， 的单调增区

间．

（一）求 )(xf 的值域
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3 1 3 1( ) sin cos sin cos (cos 1)
2 2 2 2

f x x x x x x         

3 12 sin cos 1
2 2

x x 
 

    
 

π2sin 1
6

x    
 

．

由
π1 sin 1
6

x   
 

≤ ≤ ，得
π3 2sin 1 1
6

x    
 

≤ ≤ ，可知函数 ( )f x 的值域为

[ 31] ，．

（二）求的值及 )(xf 的单调增区间

【动感体验】

打开文件“2-1-例 3.dmr”，如图 2.1.10 所示曲线为函数 1)
6

sin(2)( 
xxf 的图

像，直线表示的直线为 1y . 通过变量尺可以改变 a的值或通过按钮设置 a的值，从而

改变区间（ a， a ]的位置，通过变量尺可以改变实数的值或通过按钮设置的值，

从而改变函数的周期. 观察在区间（ a， a ]上，函数 ( )y f x ， ( π]x a a ， 的图

象与直线 1y   有且只有两个交点时，函数 )(xf 的性质.

图 2.1.10

【思路点拨】

若对任意的 aR ，函数 ( )y f x ， ( π]x a a ， 的图象与直线 1y   有且仅有两

个不同的交点，等价于函数 ( )y f x 的周期等于 .

【动态解析】

当函数 ( )y f x 的周期等于 ，即 2 时，如图 2.1.11、图 2.1.12 所示，函数
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( )y f x ， ( π]x a a ， 的图象与直线 1y   有且仅有两个不同的交点.

图 2.1.11 图 2.1.12

当函数 ( )y f x 的周期大于 ，即 2 时，如图 2.1.13 所示，函数 ( )y f x ，

( π]x a a ， 的图象与直线 1y   可能只存在一个交点.当函数 ( )y f x 的周期小于 ，

即 2 时，如图 2.1.14 所示，函数 ( )y f x ， ( π]x a a ， 的图象与直线 1y   可能

存在三个不同的交点.

图 2.1.13 图 2.1.14

于是有 2w  ,所以
π( ) 2sin 2 1
6

f x x    
 

，

再由
π π π2 π 2 2 π ( )
2 6 2

k x k k   Z≤ ≤ ，

解得：
π ππ π ( )
6 3

k x k k  Z≤ ≤ ．
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所以 ( )y f x 的单调增区间为
π ππ π
6 3

k k    
， ( )kZ .

【简要评注】

研究两函数图像交点的问题时，要以图像为依据. 本题中，主要考察周期的变化对交点

个数的影响，从而确定周期的大小.

本节小结

三角函数的图像是研究三角函数的重要工具，通常情况下作三角函数的图像有两种方法：

一是五点法，抓住函数图像在一个周期中的五个点（三个零点和两个最值点），而这五个点

也是研究函数性质中的最要因素；二是利用图像变换，这样可以明确函数的性质随参数的变

化而产生的变化.

拓展练习

1.1．下面有五个命题：

①函数 xxy 44 cossin  的最小正周期是 .

②终边在 y 轴上的角的集合是 },
2

|{ Zkk


 .

③在同一坐标系中，函数 xy sin 的图象和函数 xy  的图象有三个公共点.

④把函数 .2sin3
6

)
3

2sin(3 的图象得到的图象向右平移 xyxy 




⑤函数 )
2

sin( 
 xy 在[0， ]上是减函数.

其中真命题的序号是 （写出所有正确结论）

1.2．为得到函数
πcos
3

y x   
 

的图象，只需将函数 siny x 的图像（ ）.

A．向左平移
π
6
个长度单位 B．向右平移

π
6
个长度单位

C．向左平移
5π
6

个长度单位 D．向右平移
5π
6

个长度单位

1.3．为得到函数
πcos 2
3

y x   
 

的图像，只需将函数 sin 2y x 的图像（ ）.

A．向左平移
5π
12

个长度单位 B．向右平移
5π
12

个长度单位

C．向左平移
5π
6

个长度单位 D．向右平移
5π
6

个长度单位
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1.4 ．把函数 sin ( )y x x R 的图象上所有的点向左平行移动
3

个单位长度，再把

所得图象上所有点的横坐标缩短到原来的
1
2
倍（纵坐标不变），得到的图象所表示的函数是

（ ）.

A． sin 2
3

y x x    
 

R， B． sin
2 6
xy x    

 
R，

C． sin 2
3

y x x    
 

R， D． sin 2
3

y x x    
 

R，

1.5．为了得到函数
3lg

10
xy 

 的图像，只需把函数 lgy x 的图像上所有的点（ ）.

A．向左平移 3 个单位长度，再向上平移 1 个单位长度

B．向右平移 3 个单位长度，再向上平移 1 个单位长度

C．向左平移 3 个单位长度，再向下平移 1 个单位长度

D．向右平移 3 个单位长度，再向下平移 1 个单位长度

第二节 三角函数的值域问题

1．正弦函数在指定区间的最值

例 1．已知函数 ( ) 2sin ( 0)f x x   在区间 ,
3 4
    

上的最小值是 2 ，则的最

小值是＿＿＿＿.

【动感体验】

打开文件“2-2-例 1.dmr”，如图 2.2.1 所示，实线为 )0(sin2)(  xxf 在区间

[
3


 ，
4


]上的图像.通过变量尺拖动实数 的值或通过按钮设置 的值，研究当

)0(sin2)(  xxf 在区间[
3


 ，
4


]上最小值为-2 时，取最小值时函数 )(xfy 

图像的性质.
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图 2.2.1

【思路点拨】

考虑正弦波靠近原点的最低点与区间[
3


 ，0]的关系.

【动态解析】

如图 2.2.2 所示，当正弦波的最低点在区间[
3


 ，0]之内时，函数 )(xfy  具有最

小值-2. 通过图像，容易理解，此时当函数 )0(sin2)(  xxf 的四分之一个周期不大

于
3


，即
34

12 



 ，解得
2
3

 .

如图 2.2.3 所示，当正弦波的最低点在不在区间[
3


 ，0]之内时，函数 )(xfy  的

最小值大于-2.通过图像，容易理解，此时当函数 )0(sin2)(  xxf 的四分之一个周

期大于
3


，即
34

12 



 ，解得
2
3

 .



60

图 2.2.2 图 2.2.3

综上所述，若要求函数 )0(sin2)(  xxf 在区间[
3


 ，
4


]上的最小值是-2，

能取到的最小值是
2
3
，如图 2.2.4 所示，这时对应为点（

3


 ， )
3

( 
f ）是正弦波上最靠

近原点 O 的最低点.

图 2.2.4

【简要评注】

本题所给出的区间并不关于原点对称，求解时要结合图像的性质特点以避免出错.

函数 )0(sin2)(  xxf 当 )(
2

2 Zkkx 
 时取最小值，在最靠近原点的周

期应该是在


2

x 时取最小值 2 .考虑这个值在区间 ,
3 4
    

内(或边界) 的最小
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值.由此
32





x ，
2
3

 .

2．复合函数的最值问题

例 2．求函数
2 47 4sin cos 4cos 4cosy x x x x    的最大值与最小值.

【动感体验】

首先化简函数：

xxxxy 42 cos4cos4cossin47 

)cos1(cos42sin27 22 xxx 

xxx 22 sincos42sin27 

xx 2sin2sin27 2

6)12(sin 2  x .

设 xt 2sin ，则 6)1( 2  ty . 打开文件“2-2-例 2.dmr”，如图 2.2.5 所示，

图 2.2.5

【思路点拨】

通过 xt 2sin 得到 t的取值范围，从而得到 y的取值范围.

【动态解析】

因为 xt 2sin ，所以 ]1,1[t ，可知：
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当 1t ， y 有最小值： 66)11( 2  ；

当 1t ， y有最大值： 106)11( 2  .

进入文件“2-2-例 2.dmr”的第二页，如图 2.2.6 所示，更加一目了然.

图 2.2.6

【简要评注】

求复合函数的最值问题，常常会引入中间变量，此时一定要注意中间变量的取值限制.

正弦函数的有界性往往是解题过程中容易疏忽的地方.

3．复合函数的最值问题

例 3．已知 4k ，则函数 )1(cos2cos  xkxy 的最小值是 .

【动感体验】

函数 )1(cos2cos  xkxy 可化为 )1(coscos2 2  kxkxy ，令 xt cos ，则

有 )1(2 2  kktty ， ]1,1[t ，打开文件“2-2-例 3.dmr”，如图 2.2.7 所示，实线

为函数 )1(2 2  kktty ， ]1,1[t 的图像，通过变量尺改变 k 的值或通过按钮设置 k

的值，研究 k 对函数 )1(2 2  kktty ， ]1,1[t 最小值的影响.



63

图 2.2.7

【思路点拨】

考虑实数 k 对二次函数 )1(2 2  kktty 对称轴的影响.

【动态解析】

因为 4k ，因此二次函数的对称轴 1
22






kt ，所以当 1t 时，函数有最小

值： 1)1()1(12 2  kk ，如图 2.2.8、图 2.2.9 所示.

图 2 .2.8 图 2.2.9

因此函数的最小值为：1.

【简要评注】

对于三角函数与二次函数复合后的函数问题，通常需要注意两点：三角函数的取值范围

和二次函数的对称轴，当函数含有参数时尤其要认真检查.



64

4．带有绝对值的函数值域问题

例 4．已知函数 |cossin|
2
1)cos(sin

2
1)( xxxxxf  ，求 )(xf 的值域.

【动感体验】

打开文件“2-2-例 4.dmr”，如图 2.2.10 所示，实线为函数 xy sin 的图像，虚线为函

数 xy cos 的 图 像 . 观 察 函 数 的 图 像 ， 研 究 函 数

|cossin|
2
1)cos(sin

2
1)( xxxxxf  的图像.

图 2.2.10

【思路点拨】

在一个周期，例如区间[ 
4
3

 ， 
4
5

]上讨论问题，将函数 )(xf 化简，利用三角函数

线比较 xsin 和 xcos 的大小.

【动态解析】

容 易 知 道 ： 当 x [
4
3

 ，
4


] 时 ， xx sincos  ， 这 时

xxxxxxf sin)sin(cos
2
1)cos(sin

2
1)(  ， 因 此 当 x [

4
3

 ，
4


] 时 ，

)(xf [-1，
2
2
].

当 x （
4


，
4
5

] 时 ， xx sincos  ， 这 时

xxxxxxf cos)cos(sin
2
1)cos(sin

2
1)(  ，因此，当 x （

4


，
4
5

]时， )(xf [-1，
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2
2
].

图 2.2.11 图 2.2.12

综 上 所 述 ， 在 区 间 [ 
4
3

 ， 
4
5

] 对 应 的 一 个 周 期 上 ， 函 数

|cossin|
2
1)cos(sin

2
1)( xxxxxf  的值域为[-1，

2
2
]，它的图像如图 2.2.13.

所示（见文件第四页）.

图 2.2.13

【简要评注】

本题中的函数是周期函数，求函数的值域问题可以在一个完整的周期内考虑问题. 周期

的选择以熟悉和常用的区间为原则，如[0， 2 ]，[  ， ]，也可以根据特点和函数的

性质确定一个周期对应的区间，例如本题中的[ 
4
3

 ， 
4
5

]或[
4


， 
4
9

].

本节小结

三角函数求值域的问题本质上是求复合函数的值域问题. 通常需要换元，但一定要注意

正弦函数、余弦函数的有界性.与三角函数有关的值域问题，通常需要进行三角函数的化简，

然后根据函数的图像和性质求解. 也经常是与二次函数的复合函数，问题的难度不大，思路

与方法明确.

拓展练习

2.1．已知函数 )0(sin2)(  xxf 在区间[
3


 ，
4


]上的最大值是 2，则的最
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小值是 .

2.2．绘制函数 tan sin tan siny x x x x    在区间
3( , )

2 2
 

内的大致图象.

2.3．定义运算








bab
baa

ba
，

，
： ，设 )()()( xgxfxF  ，若 xxf sin)(  ，

xxg cos)(  ， Rx ，则 )(xF 的值域为（ ）

A．[-1，1] B．[
2
2

 ，1] C．[-1，
2
2
] D．[-1，

2
2

 ]

2.4．已知函数 ( ) 2sin cos 3 cos
4 4 2
x x xf x   ．

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的最小正周期及最值；

（Ⅱ）令
π( )
3

g x f x   
 

，判断函数 ( )g x 的奇偶性，并说明理由．

2.5．最小正周期及最值；

（Ⅱ）令
π( )
3

g x f x   
 

，判断函数 ( )g x 的奇偶性，并说明理由．

2.6．求函数 )1(cos2cos  xkxy 的最小值.

第三节 三角函数与一次函数

1．指定区间内的函数值比较

例 1．若 xxx sin32,
2

0 与则


 的大小关系（ ）

A． xx sin32  B． xx sin32 
C． xx sin32  D．与 x的取值有关

【动态解析】

打开文件“2-3-例 1.dmr”，如图 1 所示，实线为函数 xy sin3 在 )
2

0( 
， 上的图像，
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虚线为函数函数 xy 2 在 )
2

0( 
， 上的图像.

图 2.3.1

当
6

x 
 时， 5.1sin3 x ，

3
2 

x ，此时 xx sin32  ；

当
2


x 时， 3sin3 x ， x2 ，此时 xx sin32  ；

因为在区间 )
2

0( 
， 上，函数 xy 2 与 xy sin3 均是连续的，因此存在某个值 0x ，满

足 xx sin32  .

因此选择 D.

【简要评注】

比较函数值大小的问题，用特殊值求解问题时要注意选择恰当的点，还应结合图像的性

质来从整体上思考问题，例如连续性，单调性，凸凹性等等.

2．指定区间内函数值的比较

例 2．若
π0
2

x  ，则下列命题中正确的是（ ）

Ａ．
3sin
π

x x Ｂ．
3sin
π

x x

Ｃ．
2

2

4sin
π

x x Ｄ．
2

2

4sin
π

x x
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【动感体验】

打开文件“2-3-例 2.dmr”，如图 2.3.2 所示，实曲线为函数 xxfy sin)(  的图像，

直线为函数 xxgy

3)(  的图像，虚曲线为函数

2
2
4)( xxhy


 的图像.观察函数的图

像，对上述命题进行判断.

图 2.3.2

【思路点拨】

先研究两个端点处（ 0x 和
2


x ）的情况，再研究中间（
π0
2

x  ）的情况.

【动态解析】

从图 2.3.2 容易看出当
2


x 时， 14sin 2
2  xx


，而当 0x 时， 04sin 2

2  xx


.

所以当
π0
2

x  ，正弦函数 xy sin 与二次函数
2

2
4 xy


 的图像有相同的端点.这时正弦

函数 xy sin 的图像整个位于二次函数
2

2
4 xy


 的图像之上，因此选择Ｄ.

从图 2.3.2 可以看出， xy

3

 对应的直线则穿过 xxfy sin)(  对应的曲线.可以通

过求 xxxf

3sin)(  的导数


3cos)('  xxf ,参考图 2.3.3 可知，当 0x 时导数

'( )F x 为正，当
2


x 时导数 '( )F x 为负，可知 ( )f x 是先增后减，而 (0) 0, ( ) 0
2

F F 
  因

此在区间（0，
2


）上， xxxf

3sin)(  可以能取正值也可能取负值，所以在某一点处
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为零.

【简要评注】

在我们对某些问题的认识模糊不清时，利用直观的图像和动态的变换可以帮助我们形象

地理解问题.然而有时候，利用现有的技术并不能帮助我们分辨微小的变化或者细微的区别，

这时候就要从数学的角度考虑问题.因此，数学需要形象，更需要抽象.

本题给了我们另外一个启发是，在绘图过程中通过描出几个特殊位置的点然后进行连线

并不能保证正确绘制函数的图像，尤其是在同一个坐标系上需要绘制多个函数的图像且需要

进行对比的情况下.因此绘制函数的图像时一定要研究函数的性质，包括整体性质和局部性

质.

本节小结

在研究三角函数与一次函数关系的过程中，重点要关注三角函数本身的性质，特别值得

注意的是其值域和周期性，其次还要注意三角函数增长速度的变化.

拓展练习

3.1．函数 |sin|2sin)( xxxf  ])2,0[( x 的图象与直线 ky  有且仅有两个不同

的交点，则 k 的取值范围是： .

3.2．若
π0
2

x  ，则下列命题正确的是（ ）.

A．
2sin
π

x x B．
2sin
π

x x C．
3sin
π

x x D．
3sin
π

x x

3.3．已 知 函 数
2π π( ) sin sin 2cos

6 6 2
xf x x x x            

   
R， （ 其 中

0  ）.

（I）求函数 ( )f x 的值域；

（II）若函数 ( )y f x 的图象与直线 1y   的两个相邻交点间的距离为
π
2
，求函数

( )y f x 的单调增区间．
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第三章 平面向量

平面向量属于结合代数与几何知识的内容.相对于一般的数量，向量可以用图形来表示，

但它又不同于一般的图形，它有方向，还可以参与运算.因此，解决向量问题的过程中，要

把握其双重特征.理解向量运算所表示的几何意义 ，反过来根据向量之间的图形关系解释向

量的运算.

平面向量在属于基础知识，难度不大，以选择题、填空题为主.重点考察向量的加减法、

向量的数量积、向量的模等各种运算，也常与平面解析几何、三角、代数相结合，考察对向

量基本概念和性质的理解与掌握程度.

第一节 向量的加减运算和基本定理

1．向量的加法运算与参数范围

例 1．已知 ABOM // , 点 P在由射线OM , 线段OB及 AB 的延长线围成的区域内

(不含边界)运动, 且 OByOAxOP  ,则 x 的取值范围是__________; 当
2
1

x 时,

y 的取值范围是__________.

（一）研究 x的取值范围

【动感体验】

打开文件“3-1-例 1.dmr”，如图 3.1.2 所示，点 E、O、 A共线，点 F 、 B、O共

线，四边形OEPF为平行四边形.拖动点 P，观察OE的性质.

图 3.1.2 图 3.1.3

【思路点拨】

此题考查对平面向量基本定理的理解.根据平面向量基本定理，向量OP可以分解为OA
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与OB线性组合 OByOAxOP  ，这里 x与 y 有怎样的意义？

结合本题就是要考虑当P点落在在由射线OM , 线段OB及 AB 的延长线围成的区域

内时向量OP分解到OA方向的向量的位置，于是不难确定这种情况下 x的取值范围.

【动态解析】

因为点 P总是在线段OB的左侧，则点 E始终在点O的左侧，所以总有 0x .

打开文件“3-1-例 1.dmr”，点 F 、O、 B共线，点 E、O、 A共线，四边形OEPF

为平行四边形，拖动点 P，观察OF与OA的关系. 容易看出 P点落在在由射线OM , 线

段OB及 AB 的延长线围成的区域内时OE与OA的方向相反，如图 3.1.2 所示，这时总有

0x .而P点落在 AOB 内部时OE与OA的方向相同，如图 3.1.3 所示，这时 0x .

（二）研究 y 的取值范围

【动感体验】

进入文件“3-1-例 1.dmr”第二页，如 3.1.4 所示，始终有 OAOE
2
1

 ，即
2
1

x ，

拖动点 P研究OF的变化规律.

图 3.1.4

【思路点拨】

注意条件
2
1

x 确定了向量OP分解到OA方向上的向量的大小和方向，在这个约束

条件下,考虑点 P在由射线OM , 线段OB及 AB 的延长线围成的区域内(不含边界)运动

时OP分解到OB方向的向量和 OB的关系,利用相似三角形的知识就不难求出求出 y 的

取值范围.

【动态解析】

可以知道，当点 P在射线OM上时 y取得最小值，如图 3.1.5，由△ PEO ∽△ ABO
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得
2
1

||
||

||
||

||
||


OA
OE

OB
EP

OB
OFy .

图 3.1.5 图 3.1.6

当点 P 在射线 AB 上时 y 取得最大值，如图 3.1.6，由△ APE ∽△ ABO得

2
3

||
||

||
||

||
||


OA
AE

OB
EP

OB
OFy .

所以当
2
1

x 时， y的取值范围是：
2
3

2
1

 y .

【简要评注】

善于利用图形抓住向量运算的几何特征，可以轻松解决许多与向量运算有关的问题.

2．向量间的数值关系

例 2．设两个向量
2 2( 2 cos )    ，a 和 sin

2
mm    

 
，b ，其中 m ， ， 为

实数.若 2a b ，求
m


的取值范围.

【动感体验】

由 2a b 知道











)sin
2
(2cos

22

22 


m

m
，

化简后得：









01sin2sin
022

22 



m
m

.

由第一个方程联想到和m存在线性的关系，如果把m看成自变量，那么是m的一
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次函数，其图像是一条直线 .而第二个方程中多了个参数  ，为简单起见设

1sin2sin 2  t ，于是可以把第二个方程改写为 tm 2 .这可以看成以 t为参数

的抛物线族，由 的不同取值抛物线的顶点随之变化.设直线与抛物线的交点为 ),( 11 mA

和 ),( 22 mB ，于是
m


就可以理解为OA或OB的斜率了.求
m


的取值范围转化为求抛物线

的顶点位置变化时OA或OB的斜率的变化范围

设上述方程组的解为 ),( m ，假设有序数对 )( m， 对应的点为 P，则
m


表示直线OP

的斜率.

设 k 2)1(sin1sin2sin 22   ，则有： 22  k .

打开文件“3-1-例2.dmr”，如图3.1.7所示，直线和抛物线分别表示方程 022  m 、

01sin2sin 22   m 对应的曲线. 通过变量尺改变参数 k 的值或通过按钮设

置它的值，观察直线 1OP、 2OP 的斜率的变化范围.

图 3.1.7

【思路点拨】

观察和研究线段 1OP和线段 2OP 所扫描过的区域.

【动态解析】

不难发现当抛物线的顶点向左移动时，OA的斜率变大而OB的斜率变小，当 2k 时

1OP的斜率最大， 2OP 的斜率最小，如图 3.1.8 所示.
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图 3.1.8

由






02
022

2 m
m




解得： )2,2(1P 、 )
2
3,

4
1(2 P .

因此 1OP的斜率为 1， 2OP 的斜率为-6.

所以： 16 
m


.

【简要评注】

对于坐标系形式下的向量，应理解和明确其几何意义，并能够快速准确地作出其对应的

图形. 本题中对参数的处理方法是一种重要的解题思路.

本节小结

解答向量问题，应多从几何意义的角度思考问题，因为向量本身就是图形.

向量的加减法运算具有明确的几何意义，而平面向量基本定理是向量坐标表示的理论依

据. 本节内容是向量研究的基础，也充分体现了向量的性质特点.

拓展练习

1.1．如右图： ABOM // ，点 P由射线OM、

线段OB及 AB 的延长线围成的阴影区域内（不含边

界）,且 OByOAxOP  ，则实数对（ x， y ）可以是

( ).

A． )
4
3,

4
1( B. )

3
2,

3
2(

C. )
4
3,

4
1( D. )

5
7,

5
1(

A

B

O

M
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第二节 向量的数量积与向量的模

1．向量运算的几何意义

例 1．设a 、b 、c为同一平面内具有相同起点的任意三个非零向量，且满足a 与 c不

共线，a  c， |||| ca  ,则 || cb  的值一定等于（ ）.

A．以a ，b 为两边的三角形面积

B．以b ， c为两边的三角形面积

C．以a ，b 为邻边的平行四边形的面积

D．以b ， c为邻边的平行四边形的面积

【思路点拨】

此题考查对向量的数量积的概念的理解. |,cos|||||||  cbcbcb ,根据条件

|||| ca  ， || cb  可改写为 |,cos|||||||  cbabcb .又根据a  c，考虑 |,cos|  cb 可

以改写成什么？

【动态解析】

打开文件“3-2-例 1.dmr”，如图 3.2.1 所示，可以用OA、OB、OC分别表示a ，b ，

c .

设点 D 是点 B 在上 c 的射影.则 || cb  |||| OCOD  ，又因为 |||| ca  ，所以有

|| cb  |||| OAOD  .

又因为 OABD// ，所以 |||| OAOD  表示以OA、OD为邻边的长方形的面积，即是

以OA、OB为邻边的平行四边形的面积，如图 3.2.2 所示.

图 3.2.1 图 3.2.2

所以答案选择 C.
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也可以这样考虑，由于 a  c ，不难得出 |,sin||,cos|  abcb ，于是

|,cos|||||||  cbcbcb 可以改写为 |,sin|||||||  ababcb ，这表示以a ，b 为邻边

的平行四边形的面积.

【简要评注】

本题的结论是建立在 ca  的条件下，这从动态解析的图像中很容易发现，而在一般情

况下 || ca  并不表示平行四边形的面积.

2．求向量的模的最值

例 2．已知 ，a b 是平面内两个互相垂直的单位向量，若向量 c满足 0)()(  cbca ，

求 c 的最大值.

【动感体验】

这里 ，a b 是平面内两个互相垂直的单位向量，而向量 c 是满足约束条件

0)()(  cbca 的向量，如何理解条件 0)()(  cbca 是解决问题的突破口.可以把

)()( cbca  看成向量 ca  和 cb  的数量积，该数量积等于零意味着这两个向量垂直.

不妨设向量a ，b ， c的始点为坐标原点O ,根据题意则有a ，b 的终点 A , B都在单位圆

上，而 ca  作为向量a 与 c的差是以 c的终点为起点指向a 的终点的向量， cb  作为向量

b与 c的差是以 c的终点为起点指向b的终点的向量，于是 c的终点C应该在以 A B为直径

的圆周上，这样求向量 c的模的最大值就成为求不难解决了.

打开文件“3-2-例 2.dmr”，如图 3.2.3 所示，拖动点C观察 c 的变化情况.

图 3.2.3

【思路点拨】
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求 c 的最大值问题转化为求最长的弦的问题.

【动态解析】

如图 3.2.4 所示，当OC为圆的直径时， c 的值最大等于 || AB ，为 2 .

图 3.2.4

【简要评注】

解决本题的关键是找出 c的位置特征：由 0)()(  cbca 可知 )()( cbca  ，

从而有 ACBC  ，进一步得到点C在以 AB 为直径的圆上.

3．向量所表示的几何图形

例 3．设向量a ，b 满足： | | 3a ， | | 4b ， 0 a b ．以a ，b ， a b 的模为边长

构成三角形，则它的边与半径为1的圆的公共点个数最多为 （ ）.

A．3 B． 4 C．5 D．6
【动感体验】

打开文件“3-2-例 3.dmr”，OA、OB分别表示a 、b . 圆 P的半径为 1，拖动点 P，

观察圆 P与△ ABC之间的关系. 如图 3.2.5—3.2.8 所示为其中的几种情形.
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图 3.2.5 图 3.2.5

图 3.2.7 图 3.2.8

【思路点拨】

本题考查向量的模、向量的数量积、向量的减法运算的几何意义等概念. 从以上概念出

发应该容易发现本题中的以a 、b 、 a b 的模为边长构成三角形的特点，计算三角形 ABC
内切圆的半径，再与圆 P的半径进行比较，进而考虑三角形的边与圆的公共点的个数.

【动态解析】

因为 | | 3a ， | | 4b ， 0 a b ，所以三角形 ABO是直角三角形，斜边 AB 5.

设 r 为 直 角 三 角 形 ABC 内 切 圆 的 半 径 ， 则 由

OBOABOABOArS ABC 
2
1)(

2
1

解得： 1r .

图 3.2.7 所示，此时圆 P为△ ABO的内切圆，这是圆 P与△ ABO的边有三个公共点，

不难想象如果稍微移动一下这个圆，公共点的个数可以增加到四个且最多为4个，如图3.2.5、

图 3.2.6、图 3.2.8 所示.

【简要评注】

解决本题的关键是判断三角形的形状并计算出内切圆的半径，从而在整体上把握住图形

的特征以及它们之间的关系.
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4．比较向量的模的大小

例 4．若非零向量 、a b满足  a b b ，则（ ）.

A． 2   a a b B． 2 2 a a b

C． 2   b a b D． 2 2 b a b

【动感体验】

首先，从条件  a b b 想到构造一个等腰三角形其两腰分别为 || b 和 || ba  ，根据

向量加法的几何意义想到这个等腰三角形的底边是向量a 的模;而当 2a b  时这种情况比

较简单.

打开文件“3-2-例 4.dmr”，如图 3.2.9 所示，设 BA a ， OB b ，拖动点 A或点 B

可以发现始终有  a b b 成立. 考虑四个选项所表示的意义，并研究它们是否成立.

图 3.2.9

【思路点拨】

通过向量之间夹角大小比较向量模的大小.

【动态解析】

（一）首先判断 |2| ba  与 |2| a 的关系

进入文件“3-2-例 4.dmr”的第二页，如图 3.2.10 所示， BAAC  ，因此 BC a2 ，

OC ba 2 .
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图 3.2.10

易知：

当 OBCBOC  时，如图 3.2.11 所示， BC OC ，即 |2| a  |2| ba  ；当

OBCBOC  时 ， 如 图 3.2.10 所 示 ， BC OC ， 即 |2| a = |2| ba  ； 当

OBCBOC  时，如图 3.2.12 所示， BC OC，即 |2| a  |2| ba  .

图 3.2.11 图 3.2.12

所以 |2| ba  与 |2| a 之间的大小关系不确定.

（二）其次判断 |2| b 与 |2| ab  的关系

进入文件“3-2-例 4.dmr”的第三页，如图 3.2.13 所示，点 'B 是点 B关于点O的对称

点，则有 BB' b2 ，为圆的直径，因此， AB' ba 2 .而无论a 为任意不为零的向量时，

在直角三角形 ABB' 中总有斜边 BB' 大于直角边 AB' ，即 |2| b  |2| ba  .
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图 3.2.13

因此答案选择 C.

【简要评注】

根据向量运算对应的式子构造向量，建立图形，然后探索几何对象之间的几何关系，研

究选项中各式子所表示的几何意义，最后作出判断.

5．向量之间模的关系与几何关系

例 5．已知向量 ea  ， 1|| e 满足：对任意 Rt ，恒有 a| t ||| eae  ，则（ ）.

A． ea  B． )( eaa 

C． )( eae  D． )()( eaea 

【思路点拨】

本题需要考虑向量的数乘与向量加法的意义，画出向量 e、te、a、 ea  和 tea  . 再

考虑对任意 Rt 不等式 |||| eatea  的几何意义是什么，剩下的问题就迎刃而解了.

【动态解析】

打开文件“3-2-例 5.dmr”，如图 3.2.14、图 3.2.15 所示，OA、OE、OT 分别表示

向量 a、 te、 e，那么 EA、TA分别表示向量 ea  和 tea  .
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图 3.2.14 图 3.2.15

拖动红色的点或者改变 t的值，可以发现始终有|a-te|≥|a-e|成立.拖动向量 t e的终

点可以改变 t| |e 的值，可以发现这时总有 a| t ||| eae  成立.

由 a| t ||| eae  对于任意 Rt 恒成立知道 )( eae  .

所以选择 C.

【简要评注】

在本题中构造出 ea  所表示的几何图形，并明确 || ea  的最小值的几何意义，就可以

节省很多繁琐的代数计算.

本节小结

处理向量问题的过程中一定要结合图形，并抓住图形的几何特征.在本节中，几种构造

向量所对应图形的方法值得总结和借鉴.

向量的数量积运算不仅将向量与代数运算很好地结合起来，它还有许多实际的背景.在

学习时应注意与多项式运算相比较.

拓展练习

2.1．已知 a

是平面内的单位向量，若向量 b


满足 0)(  bab ，则 | |b


的取值范围

是 .

2.2．若非零向量 ，a b 满足  a b b ，则（ ）

A． 2 2 b a b B． 2 2 b a b

C． 2  a 2a b D． 2  a 2a b
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第四章 不等式

不等式是中学数学中的重要内容，与其他各章节联系密切，应用广泛. 不等式的考题综

合性强，不仅考察基础知识和基本概念，更加考察知识的运用能力和方法的使用技巧. 对于

这部分考题，选择恰当的方法 常常可以事半功倍，快速而准确地得到问题的解答途径. 本

章内容所选择的题目在解法上更突出数形几何的思想，因此问题的解答过程显得水到渠成.

第一节 比较大小

1．比较代数式的大小

例 1．若 1 2 1 20 ,0a a b b    ，且 1 2 1 2 1a a b b    ，则下列代数式中值最大的是

（ ）

A． 1 1 2 2a b a b B． 1 2 1 2a a b b C． 1 2 2 1a b a b D．
2
1

方法一

【动感体验】

打开文件“4-1-例 1.dmr”，如图 4.1.1 所示，OPKQ为边长为 1 的正方形，点 'P 在OP

上，点 'Q 在OQ上， OQNP //' ， OPMQ //' ，点M 在 PK上，点 N 在QK上， NP' 与

MQ' 交于点T .

其中 '1 OPa  , PPa '2  、 '1 OQb  , QQb '2  . 考虑 1 1 2 2a b a b , 1 2 1 2a a b b ,

1 2 2 1a b a b 在图形中所能表示的几何意义，并比较四个选相对应数值的大小, 点 'P 和 'Q 可

以被拖动.
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图 4.1.1

【思路点拨】

由 1 2 1 2 1a a b b    及 1 2 1 20 ,0a a b b    ，则容易得到：

2
1

4
1

4
1)

2
()

2
( 221221

2121 






bbaabbaa .

因此，关键在于考虑 1 1 2 2a b a b ， 1 2 2 1a b a b 所表示的几何意义.

【动态解析】

进入文件“4-1-例 1.dmr”的第二页，如图 4.1.2、图 4.1.3 所示，阴影部分的面积表

示代数式 1 1 2 2a b a b 的大小，则剩余的空白部分表示 1 2 2 1a b a b 的值.

图 4.1.2 图 4.1.3

点 J 、点K 分别是OQ、PK的中点，则矩形OPKJ的面积为
2
1
. 相对于矩形OPKJ

的面积， 1 1 2 2a b a b 表示的图形割去了一块 TLJQ' 同时补上了一块TMKL .因为补的部分
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大于割的部分，所以有 22111221 2
1 babababa  .

因此答案选择：A.

方法二

不妨设
3
1

1 a ，
3
2

2 a ，
4
1

1 b ，
4
3

2 b .则

1 1 2 2a b a b =
12
7

12
6

12
1

 ，

1 2 1 2a a b b =
2
1

144
59

144
2732

16
3

9
2




 ，

1 2 2 1a b a b =
12
5

12
2

12
3

 .

可见应该选择 A．

方法三

由 1 2 1 2 1a a b b    及 1 2 1 20 ,0a a b b    ，则容易得到：

2
1

4
1

4
1)

2
()

2
( 221221

2121 






bbaabbaa .

因此，剩下的问题是比较 1 1 2 2a b a b 与 1 2 2 1a b a b 的大小，考虑到已知条件，考察

))(( 1212 bbaa  的符号，很明显这个乘积大于零.由 0))(( 1212  bbaa ，展开整理就得

到 1 1 2 2a b a b  1 2 2 1a b a b .又因为

1 1 2 2a b a b + 1 2 2 1a b a b = )()( 212211 bbabba  = 121  aa

所以 1 1 2 2a b a b
2
1

 ， 1 2 2 1a b a b
2
1

 .

可见应该选择 A.

【简要评注】

本题实际上是给出了两项的排序不等式的几何证明问题，实际上在教科书上也给出过均

值不等式的几何证明过程，大家可以对这两种方式进行比较，归纳并加以推广和应用.

从不同的思路下手都得到了问题的解答，体现了解法的多样性.方法二用几个具体的数

字代入计算代数式的值，用的基础知识最少，对于处理四选一的选择题不失为一种有效的方

法，但这不是证明而仅作为发现数学事实的实验方法. 方法一借助构造与需要判断的代数式

有关的图形，用到了割补法，渗透一些证明的因素，这种借助图形直观的方法不需要计算，
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显得比较便捷. 计算机的动态演示实际上是一种更灵活的数学实验，更利于发现数学事实.

方法三则是在分析了已知条件和题目要求的内在联系后的构造式的证明，逻辑性强. 本题实

际上是排序不等式的最简单的情况. 一般情况是：对于两个 n 元数组 },,,{ 21 naaa  ，

},,,{ 21 nbbb  ，如果满足下列条件

,21 naaa   ,21 nbbb  

我们把 nnbababa  2211 称为同序和， 1121 bababa nnn    为反序和，可以证

明： 1121 bababa nnn     nnbababa  2211 ，即反序和同叙序和.

对于两项的情况用下面的例子很好说明：有单价分别是 1 元和 100 元的两种书，现在要

买这两种书共 3本，每种至少买一本，问怎样的方案花钱少？谁都知道方案是 100 元的买 1

本，1 元的买 2 本，共花费 1×100+2×1=102 元，而不是 1×1+2×100=201 元. 实际上这里

1×1+2×100 为同序和，1×100+2×1 为反序和.

例 2．如果正数 a b c d， ， ， 满足 4a b cd   ，那么（ ）

A．ab c d≤ ，且等号成立时a b c d， ， ， 的取值唯一

B．ab c d≥ ，且等号成立时 a b c d， ， ， 的取值唯一

C．ab c d≤ ，且等号成立时a b c d， ， ， 的取值不唯一

D．ab c d≥ ，且等号成立时 a b c d， ， ， 的取值不唯一

方法一：

【动感体验】

根据 4 ba ，可以考虑满足此条件的数组 ),( ba 为直线 4 yx 上的点的坐标.同样

根据 4cd 可以考虑满足此条件的数组 ),( dc 为反比例函数
x

y 4
 上的点的坐标. 考虑这

两条曲线的位置关系可能有助于这个问题的解答.

可设 ),( baP 为直线 4 yx 上的点，点 ),( dcQ 为曲线 4xy 上的点，打开文件

“4-1-例 2.dmr”，如图 4.1.4 所示，点 P和点Q可以被拖动，观察两点之间的位置关系.
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图 4.1.4

选择点 P，单击[测量 a、b 及 ab]按钮即可测量测量 a、b 及 ab 的值；选择点 Q，单击[测

量 c、d 及 c+d]按钮即可测量测量 c、d及 c+d 的值.

【思路点拨】

将代数式 ab、 c b 之间的关系转换成为直线 4 yx 与曲线 4xy 之间的位置关

系.

【动态解析】

在第一象限内，因为直线 4 yx 在曲线 4xy 的下方，因此对于直线上的点 ),( baP

都有 4ab . 同时，因为曲线 4xy 在直线 4 yx 的上方，因此对于曲线上的点

),( dcQ 都有 4 dc . 所以有 dcab  4 ，当且仅当点 P与点Q重合，即在直线

4 yx 与 曲 线 4xy 的 切 点 位 置 时 ， 如 图 4.1.5 所 示 ， 等 号 成 立 ， 此 时

2 dcba .

因此答案选择 A.
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图 4.1.5

方法二

首先需要判断的是 ab c d≤ 还是 ab c d≥ ，然后再考虑等号成立时 a b c d， ， ，

的取值是否唯一.自然联想到平均值不等式 abba



2

和 cddc



2

，由于正数

a b c d， ， ， 满足 4a b cd   ，所以有 ab2 和 2
2


 dc

，即 4ab 和 4 dc .

由此当然有 ab c d≤ 成立，且等号成立时 a b c d， ， ， 都等于 2.故选择 A．

【简要评注】

平均值不等式是比较代数式的大小最常用的工具，务必要能熟练地应用. 用函数的观点

处理不等式有时也很方便，特别是函数图像可以使抽象的代数式的不等关系变得直观而易于

理解.

本题通过比较两个函数图像的位置比较代数式的大小，将 ab、 dc  作为一个整体进

行处理，使问题变得更加明确也更加简洁. 您也可以修改题设中的条件，研究其他情况下的

结论.

2．由相等关系判断不等关系

例 3．已知 0a ， 0b 且 2a b  ，则（ ）.

A．
1
2

ab  B．
1
2

ab  C．
2 2 2a b  D．

2 2 3a b 

方法一

【动感体验】

把 ),( ba 看成一个动点的坐标，那么该点在直线 2 yx 上.

22 ba  则可以看成是该点与坐标原点距离的平方. 至于 ab可以看成是直径为 2 的半
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圆上的动点到直径距离的平方. 这样一来，本题可以通过形数结合的办法解决.

打开文件“4-1-例 3.dmr”，如图 4.1.6 所示. 拖动点H 观察QH 即 ab 变化对选项 A

和选项 B 作出判断. 拖动点 P观察OP即
22 ba  的变化对选项 C 和选项 D 做出判断.

图 4.1.6

【思路点拨】

找到 ||OP 和 ||QH 的最值.

【动态解析】

容易知道 1|| QH ， 2|| OP .

所以选项 C正确.

方法二

【动态解析】

ab 可以考虑为函数 )2,0(),2(  xxxy 的函数值，
22 ba  可以考虑为函数

)2,0(,)2( 22  xxxy 的函数值.进入文件“4-1-例 3.dmr”的第二页，如图 4.1.7 所

示，画出这两个函数的图像就能帮助我们快速进行判断了.
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图 4.1.7

则有 10  ab ， 42 22  ba .所以选项 C 正确.

方法三

【动感体验】

可以考虑方程 2a b  对应的直线段和方程 2
1

ab 对应的曲线的位置关系对选项 A

和选项 B 作出判断. 通过圆心在坐标原点的半径为 r的动圆与直线 2a b  的位置关系对

选项 C和选项 D做出判断.

进入文件“4-1-例 3.dmr”的第三页，如图 4.1.8 所示，实线表示方程 2a b  对应

的直线段，虚线表示方程 2
1

ab 对应的曲线.观察两个方程对应图像之间的关系对选项 A 和

选项 B作出判断.

通过变量尺可以改变 r的值或通过按钮设置 r的值，从而改变圆的半径，通过圆与直线

的关系，对选项 C 和选项 D 做出判断.



91

图 4.1.8

【思路点拨】

在第一象限内，考虑曲线 2
1

ab 右上侧的点所对应的不等关系，左下侧的点所对应的

不等关系.

【动态解析】

因为曲线 2
1

ab 与直线 2a b  相交，因此选项 A 和选项 B 都不成立.

如图 4.1.9 所示，当圆O与直线 2a b  相切时，通过计算可知圆O的半径为 2 ，

因此直线上所有的点到圆心O的距离都不小于 2 ，即 222  ba .

如图 4.1.10 所示，当圆O的半径为 2 时，直线 2a b  在圆O的内部，因此直线上

所有的点到圆心O的距离都不大于 2，即 422  ba .

图 4.1.9 图 4.1.10

因此选择 C.

方法四

由平均值不等式 abba



2 只能得到 ab1 ,或 1ab .这个范围太大了,

1
2

ab  还是
1
2

ab  不能确定.可以设 1 ba ，得 1ab 于是可以否定 A; 设

5
9,

5
1

 ba ，得 25
9

ab 可以否定 B.由不等式 )(
2
1)

2
( 222 baba




得到 222  ba .

取 2, 0a b  ，则
2 2 4 3a b   ，可以否定 D, 所以选择 C.
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【简要评注】

通常情况下，
22 ba  对应的几何模型是圆周或者到到原点的距离，一次函数（或方程）

则对应于直线. 通过几何对象之间的关系判断代数式的大小关系能够把处理问题的过程变

得更简洁.

本题给出了几种解法. 有基于基本不等式的方法四，有借助平面几何与解析几何知识借

助数形结合的方法一和方法三，还有从用函数观点借助于研究相应函数图像特点的方法二.

从不等式的常规解法看，基本不等式用得最多，要把基本不等式连成串记忆，才能灵活运用.

方法二从函数角度解决问题还是比较有效的方法，也比较节省时间.则需要把代数对象赋予

几何意义.总之，头脑中要有系统的知识储备和灵活的处理问题的策略.

本节小结

比较大小的问题往往可以借助代数式的几何意义去观察和研究，如面积、距离、斜率、

截距等等，关键是能够构造出相应的几何图形或图形关系，通常用到的图形有直线、圆或其

他常见曲线.

若关于不等式知识进行单独命题时，常有比较大小的问题，题型以选择、填空题为主.

通常属于中、低等难度，解法很多，有一定的开放性.本节所介绍的解答过程以通过几何方

法比较为主，关于代数的方法可看到第一章及第七章的内容.

拓展练习

1，已知0 1a  ， log 2 log 3a ax   ，
1 log 5
2 ay  ， log 21 log 3a az   ，

则（ ）.

A． x y z  B． z y x  C． y x z  D． z x y 

2，设 ,a b R ，若 | | 0a b  ，则下列不等式中正确的是（ ）

A． 0b a  B．
3 3 0a b  C．

2 2 0a b  D． 0b a 

3，设 a、b、 c是互不相等的正数，则下列等式中不恒成立．．．．的是（ ）

A． |||||| cbcaba  B．
a

a
a

a 11
2

2 

C． 21|| 



ba

ba D． aaaa  213

第二节 解不等式

1．解含有绝对值的不等式

例 1．设函数 ( ) 2 1 4f x x x    ．
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（I）解不等式 ( ) 2f x  ；

（II）求函数 ( )y f x 的最小值．

（一）解不等式 2)( xf

方法一

【动感体验】

可以通过分段讨论把绝对值的符号去掉，于是函数 ( ) 2 1 4f x x x    在每一段都

是一次函数. 这就不难想象出函数的图像是由折线组成的. 事实上令
2
1

x 和 4x 计算

出相应的函数值不难得到图像中间一段端点的坐标，从而画出这条线段. 令 1x 计算相

应的函数值画出左面一段函数图像，令 5x 计算相应的函数值画出右面一段函数图像. 有

了这个函数图像的略图，题目中的两问就都不难解决了.

打开文件“4-2-例 1.dmr”，函数 ( ) 2 1 4f x x x    图像如图 4.2.1 所示，拖动点 x

观察对应的函数值的变化, 要得到第一小题的准确答案还需要计算点 C和点 D 的横坐标.

当 ]4,
2
1[x 时， 33)4(12)(  xxxxf ，所以当

5 4
3

x  时 ( ) 2f x  ；

又 当 ]
2
1,( x 时 ， 5)4()12()(  xxxxf ， 所 以 当 7x

时, ( ) 2f x  .

当  4,x  时， ( ) 5f x x  ，显然 ( ) 2f x  .

所以，当 7x 或者
3
5

x 时，即 2)( xf .
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图 4.2.1.

方法二

2)( xf 可化为 2|4||12|  xx . 设 |12|)(  xxg ， 2|4|)(  xxh .进入文

件“4-2-例 1.dmr”的第二页，如图 4.2.2 所示，实线为函数 )(xg 的图像，虚线为函数 )(xh

的图像. 观察两个函数图像之间的关系，研究当 )(xg  )(xh 时， x对应的范围.

图 4.2.2

【思路点拨】

求曲线之间的交点对应的临界位置.

【动态解析】

容易求得直线 2|4|  xy )4( x 与 |12|  xy 的两个交点 ），（ 137A 、

），（
3
13

3
5B ，如图 4.2.2 所示.
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图 4.2.2

所以，当 7x 或者
3
5

x 时， )(xg  )(xh ，即 2)( xf .

（二）求函数 ( )y f x 的最小值

【动感体验】

设 |12|)(  xxg ， |4|)(  xxs . 进入文件“4-2-例 1.dmr”的第三页，如图 4.2.3

所示，实线为函数 )(xg 的图像，虚线为函数 )(xs 的图像. 观察两个函数图像之间的关系，

研究 )()()( xsxgxf  的最小值.

图 4.2.3

【动态解析】

通 过 图 4.2.3 可 知 ， 当 0)( xg ， 即
2
1

x 时 )()( xsxg  最 小 ， 等 于
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2
9)

2
1(0  s .

【简要评注】

含绝对值的不等式的求解问题，关键是去绝对值的符号，需要准确找出分界点，而利用

图像则可以帮助我们更好地判断符号，快速求解.

2．解有关分段函数的不等式

例 2．已知 a是实数，函数 ( ) ( )f x x x a  ．

（1）求函数 ( )f x 的单调区间；

（2）设 ( )g a 为 ( )f x 在区间[0 2]， 上的最小值

（ⅰ）写出 ( )g a 的表达式；

（ⅱ）求 a的取值范围，使得 6 ( ) 2g a ≤ ≤ ．

（一）求函数 ( )f x 的单调区间

【动感体验】

打开文件“4-2-例 2.dmr”，实线为函数 )(xf 的图像，通过变量尺可以改变实数a的值

或通过按钮设置 a的值，观察a对函数 )(xf 单调性的影响. 如图 4.2.4 所示，为其中的两

种情形.

图 4.2.4 图 4.2.4

【动态解析】

函数的定义域为[0 )， ，
3( )

2 2
x a x af x x
x x

     （ 0x  ）.
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若 0a  ，如图 4.2.4 所示,令 ( ) 0f x  ，得
3
ax  ，当0

3
ax  时， ( ) 0f x  ;

当
3
ax  时， ( ) 0f x  . ( )f x 有单调递减区间 0

3
a 

  
， ，单调递增区间

3
a   

 
， .

若 0a≤ ，如图 1（2）所示，恒有 ( ) 0f x  ， ( )f x 有单调递增区间[0 )， .

（二）求 ( )g a 的表达式

【动感体验】

进入文件“4-2-例 2.dmr”第二页，实线为函数 )(xf 在区间[0，2]上的图像，通过变

量尺改变实数 a的值或通过按钮设置 a的值，观察实数 a对 )(xf 在区间[0，2]上最小值的

影响. 如图 4.2.6-4.2.8 所示，为其中的几种情形.

图 4.2.6 图 4.2.7 图 4.2.8

【思路点拨】

从上面的讨论和函数图像可以知道 ( )f x 在区间[0 2]， 上的最小值是与 a密切相关的，因

此需要对
3
ax  是否落在区间 [0 2]， 进行讨论. 当 0a  且 2

3
0 

a
时函数在

3
ax  时取

最小值；当 2
3


a
时，最小值为 )2(f ；当 0a≤ 时 ( )f x 在[0 2]， 上递增，因此在 0x 时

取得最小值. 这样一来， ( )g a 就不难求出了，它应该是一个分段函数.

【动态解析】

若 0a≤ ，如图 4.2.6 所示， ( )f x 在[0 2]， 上单调递增，所以 ( ) (0) 0g a f  ．
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若0 6a  ，如图 4.2.7 所示， ( )f x 在 0
3
a 

  
， 上单调递减，在 2

3
a 

  
， 上单调递增，

所以
2( )

3 3 3
a a ag a f     

 
=

2 3
9
a a

 .

若 6a≥ ，如图 4.2.8 所示， ( )f x 在[0 2]， 上单调递减，所以 ( ) (2) 2(2 )g a f a   ．

综上所述，

0 0

2( ) 0 6
3 3
2(2 ) 6

a

a ag a a

a a



   

 

， ≤ ，

， ，

， ≥ ．

（三）求a的取值范围

进入文件“4-2-例 2.dmr”的第三页，如图 4.2.9 所示，为函数 )(ag 的图像.

图 4.2.9

【动态解析】

当 0a≤ 时，由 20)(6  ag 知 a无解．

当 0 6a  时，由
2 36 ( ) 2

9
a ag a      解得 3 933  a ，所以 a 的解是：

3 6a ≤ ．

当 6a≥ 时，由 2)2(2)(6  aag 解得 23322  a ，所以 a的

解是：6 2 3 2a ≤ ≤ ．

综上所述：故 a的取值范围为3 2 3 2a ≤ ≤ ．

【简要评注】

解分段函数的不等式，基本思想是分段求解，需要注意的是，对于最后的结果要进行整

理，得到一个形式完整的结论.
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3．不等式在指定区间上恒成立

例 3．已知关于 x的不等式 1)8(log  axa 在区间[1，2]上恒成立，求实数 a的取值

范围.

【动感体验】

打开文件“4-2-例 3.dmr”，实线为函数 )8(log axy a  在区间[1，2]上的图形，通过

变量尺改变实数 a的值或通过按钮设置它的值，研究实数 a对函数在区间[1，2]上最小值的

影响.如图 4.2.10—4.2.13 所示，为其中的几种情形.

图 4.2.10 图 4.2.11

图 4.2.12 图 4.2.13

【思路点拨】

对 10  a 和 1a 两种情况分别研究函数 )8(log axy a  的单调性质，找出在区间

[1，2]上 1)8(log  axa 恒成立时 a的临界值. 需要注意的是,区间[1，2]要包含在函数

)8(log axy a  的定义域之内.

【动态解析】
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当 10  a 时，如图 4.2.10 所示，函数 )8(log axy a  在区间[1，2]的值为负数，

因此不等式 1)8(log  axa 不成立.

当 1a 时，函数 )8(log axy a  在定义域上是减函数，如图 4.2.11、图 4.2.12、图

4.2.13 所示. 因此，当 2x 时函数 )8(log axy a  具有最小值，因此若要求不等式

1)8(log  axa 恒成立，只需要 1)28(log  aa 即可，解得：
3
8

a .

而函数 )8(log axy a  的定义域为(  ，
a
8
)，由 28


a

得： 4a .

所以 a的取值范围是：
3
81  a .

【简要评注】

在本题中，底数和真数都含有参数，讨论时应分别进行研究和分类.有关对数的函数的

问题，还应该注意定义域.

本题充分显示了利用数形结合的方法可以使问题极大的简化.

本节小结

含绝对值的不等式应注意结合绝对值所表示的几何意义.若能转换成为分段函数处理，

利用分段函数的图像能够帮助我们更明显地提出分类讨论的依据.

解不等式，有时单独命题，而更多的时候会与集合、函数、三角等综合在一起，而且解

不等式往往是解答这些综合问题的关键环节，常常还伴有参数讨论，变量的范围等问题.

拓展练习

2.1．不等式
1

1
2

x
x





的实数解为 ．

2.2．设函数 ( ) 2 1 3f x x x    ，则 ( 2)f   ；若 ( ) 5f x ≤ ，则 x的取

值范围是 ．

2.3．解不等式 1|||12|  xx .

2.4．设函数 |||1|)( axxxf  ，若 1a ，解不等式 3)( xf .
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第三节 线性规划

1．目标函数在指定位置的最值问题

例 1．若 x， y 满足约束条件

1
1

2 2

x y
x y
x y

 
   
  

，目标函数 2z ax y  仅在点（1，0）处

取得最小值，则 a的取值范围是

A．（ 1 ，2 ） B．（ 4 ，2 ） C． ( 4,0] D． ( 2, 4)

【动感体验】

不等式组

1
1

2 2

x y
x y
x y

 
   
  

，可化为












22
1
1

xy
xy
xy

，将函数 yaxz 2 化成 zxay
2
1

2
 .

打开文件“4-3-例 1.dmr”，如图 4.3.1 所示，实线表示函数
2 2
a zy x   的图像. 通过变

量尺改变实数 a的值或通过按钮改变 a的值，观察当直线
2 2
a zy x   仅经过点（1，0）

时 z取最小值的情况下，直线
2 2
a zy x   的斜率应满足的条件.

图 4.3.1

【思路点拨】
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若要求标函数 2z ax y  仅在点（1，0）处取得最小值，则要求直线
2 2
a zy x   从

下往上平移的过程中，最先经过区域












22
1
1

xy
xy
xy

中的点（1，0）.

【动态解析】

当直线
2 2
a zy x   的斜率 2

2
1 

a
时，即 24  a ，仅在点（1，0）处 z取

得最小值，如图 4.3.2.—4.3.7 所示.

图 4.3.2 图 4.3.3.

图 4.3.4 图 4.3.5
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图 4.3.6 图 4.3.7

而当直线 zxay
2
1

2
 的斜率 1

2


a
（如图 4.3.8）或 2

2


a
时（如图 4.3.9），

zxay
2
1

2
 在点（1，0）处，z取不到最小值；直线 zxay

2
1

2
 的斜率 1

2


a
（如

图 4.3.10）或 2
2


a
时（如图 4.3.11）， zxay

2
1

2
 并不是仅在点（1，0）处 z取最

小值.

图 4.3.8 图 4.3.9
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图 4.3.10 图 4.3.11

所以答案选择 B.

【简要评注】

研究线性规划问题，不仅要抓住可行区域，更要抓住目标函数的几何特征，才能明确取

得最优解时对应的特殊位置.

2．根据目标函数的最值求参数的值

例 2．设集合设集合 |}2|
2
1|),{(  xyyxA ， }|||),{( bxyyxB  ， A∩

B . 若 ( )x y A B ， ，且 2x y 的最大值为 9，求b的值．

【动感体验】

画出集合 |}2|
2
1|),{(  xyyxA 表示的区域. 再考虑 bxy  || 表示怎样的

曲线，想象随着 b 的变化该曲线与集合 }||{ bxyB  怎样变化，以及这两个集合的交

集随之变化的情况.

设 kyx  2 ，它表示过 A∩ B区域内的一点、斜率为
2
1

 的直线， k 表示直线的 x

截距. 打开文件“4-3-例 2.dmr”，如图 4.3.12 所示， |2|
2
1

 xy 表示一条折线，集合

|2|
2
1

 xy 表示该折线上方的区域，(0，1)和（2，0）都是这个区域边界上的点.
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图 4.3.12

bxy  || 表示折线 bxy  || 下方的区域(含折线本身). 拖动点b，改变参数

b的值，可以观察到这个区域随b变化的情况观察当 2x y 的最大值为 9 时，b满足的条件.

【思路点拨】

对于经过区域 A∩ B内的点、斜率为
2
1

 的直线，当该直线经过点b时 2x y 有最大

值.

【动态解析】

如图 4.3.13 所示，可求得当 2x y 的最大值为 9 时，
2
9

b .

图 4.3.13

因此b的值为：
2
9
.

【简要评注】

线性规划问题一定要抓住目标函数的几何意义，才能准确分析得出取得最优解的条件，

从而求出对应的参数的值.
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本节小结

线性规划问题的求解过程完全依赖于图形.准确作图，正确理解目标函数的几何意义是

解决问题的关键，用运动的眼光看待问题能更快地得到最优解答.

线性规划问题具有很多具体的实际生产、生活背景，又是数形结合思想的良好体现，其

本质是用平面区域表示二元一次不等式组.这类问题难度不高，运算量也不大，在试卷中常

常以选择、填空题的形式出现.

拓展练习

3.1．设集合 {( ) | | 2 | 0}A x y y x x ， ≥ ， ≥ ， {( ) | }B x y y x b  ， ≤ ， A∩

B .若 ( )x y A B ， ，且 2x y 的最大值为 9，求b的值.

3.2．已知实数 x y， 满足

1
2 1

y
y x
x y m


 
 

≥ ，

≤ ，

≤ ．

如果目标函数 z x y  的最小值为 1 ，则实数

m等于（ ）

A．7 B．5 C．4 D．3

3.3．在 R上可导的函数 cbxaxxxf  2
2
1

3
1)( 23

，当 )10( ，x 时取得极大值，

当 )21(，x 时取得极小值，求点 ),( ba 对应的区域的面积以及
1
2



a
b

的取值范围.

第四节 求参数的取值范围及综合问题

1．两个区域之间的关系

例 1．设集合 |}2|
2
1|),{(  xyyxA ， }|||),{( bxyyxB  ，A∩ B ，

求b的取值范围.

【动感体验】

因为 |2|
2
1

 xy 表示一条折线，则集合 |2|
2
1

 xy 表示该折线上方的区域.同理，

bxy  || 表示直线 bxy  || 下方的区域.打开文件“4-4-例 1.dmr”，如图 4.4.1

所示. 通过变量尺改变参数b的值或者通过按钮设置b的值，观察满足条件的b的取值范

围.
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图 4.4.1

【思路点拨】

求满足条件的b的取值范围，主要考虑参数b应该满足的最小值.

【动态解析】

因为直线 |2|
2
1

 xy 经过点(0，1)，所以当 1b 时，A∩ B ；当 1b 时，A

∩ B ，如图 4.4.2 所示,因此，参数b的取值范围是： 1b .

图 4.4.2

因此b的取值范围是： 1b .

【简要评注】

A∩ B 在平面上中表现为两个图形之间没有公共点，而b恰好是对应 B中函数

bxy  || 图像的最高点. 利用图像能让解不等式的过程事半功倍.
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2．不等式组所表示的区域形状问题

例 2．若不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

表示的平面区域是一个三角形，求实数 a的取值范围.

【动感体验】

这里容易确定的是不等式组












0
22
0

y
yx
yx

表示的区域，可以考虑先把这个区域画出来.

然后考虑直线 ayx  表示的区域，这是直线 ayx  下方的区域，这个区域随 a的

变化而变化. 若不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

表示的平面区域是一个三角形就意味着这个变动的

区域与原来的三角形区域的交还是三角形，由此不难确定 a的取值范围.

打开文件“4-4-例 2.dmr”，如图 4.4.3 所示，不等式组












0
22
0

y
yx
yx

表示的平面区域.

图 4.4.3 图 4.4.4

进入文件“4-4-例 2.dmr”第二页，如图 4.4.4 所示表示不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

表示的
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平面区域，通过变量尺改变 a的值或通过按钮设置 a的值，观察不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

所

表示的平面区域是一个三角形时直线 ayx  所满足的条件.

【思路点拨】

考虑直线 ayx  经过不等式组












0
02
0

y
yx
yx

,表示的区域之内和区域之外两种情况.

【动态解析】

如图 4.4.5、图 4.4.6 所示情形，不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

所表示的平面区域是一个三角

形. 易求得直线 0 yx 和 22  yx 的交点为（
3
2
，
3
2
），当直线 ayx  经过点（

3
2
，

3
2
）时求得

3
4

a . 所以，当
3
4

a 时，满足题设要求.

图 4 .4.5 图 4.4.6

如图 4.4.7、图 4.4.8 所示情形，不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

所表示的平面区域是一个三角

形. 易知当 10  a 时，满足题设要求.
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图 4.4.7 图 4.4.8

综上所述，当 10  a 或
3
4

a 时，不等式组
2 2

0

x y
x y
y
x y a

 
 


 

≥ ，

≤ ，

≥ ，

≤

所表示的平面区域是一个

三角形.

因此答案选择 D.

【简要评注】

不仅要考虑区域的边界满足条件的情况，还要考虑其他位置满足条件的情况.

3．分段函数的单调性综合问题

例 3 ． 若 ||
1 3)( pxxf  ， ||

2 32)( qxxf  ， qpRx ，， 为 常 数 ， 且

       
     

1 1 2

2 1 2

,
, .

f x f x f x
f x

f x f x f x
  

，

（1）求    1f x f x 对所有实数成立的充要条件（用 qp， 表示）；

（2）设 a b、 为两实数，满足 a b ，且 qp，   ,a b ，若    f a f b

求证：  f x 在区间 ,a b 上的单调增区间的长度和为
2

b a
（闭区间 ,m n 的长度定

义为 n m ）．

（一）求    1f x f x 对所有实数成立的充要条件.

【动感体验】

首先需要认识
||

1 3)( pxxf  和
||

2 32)( qxxf  的特点，这两个函数的最小值分别
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为 1 和 2，且图象分别以直线 px  和 qx  为对称轴“开口”向上. 再根据函数 )(xf 的

定义知道需要比较
||

1 3)( pxxf  和
||

2 32)( qxxf  的大小以确定 )(xf 的函数值. 显然这

是与直线 px  和 qx  的相互位置关系密切相关的. 不妨画出图象的草图看看，会有助于

这个问题的解决.

打开文件“4-4-例 3.dmr”，如图 4.4.9 所示，实线对应的函数为
||

1 3)( pxxf  ，虚线

对应的函数为
||

2 32)( qxxf  . 通过变量尺改变 p或 q的值或者通过按钮设置它们的值，

研究 )()( 1 xfxf  时函数 )(1 xf 与 )(2 xf 所应满足的关系，并尝试用 p和 q表示.

图 4.4.9

【思路点拨】

根据函数 )(xf 的定义，确定 )(1 xf 与 )(2 xf 之间的关系.

【动态解析】

因为        
     

1 1 2

2 1 2

,
,

f x f x f x
f x

f x f x f x
  

，

，
，若 )()( 1 xfxf  则必有，对任何 x有：

)(1 xf ≤ )(2 xf ，如图 4.4.10 所示，即：
||3 px
≤

||32 qx ， Rx .

假定变量 2p 固定不变.

当 )(1 xf 图象（实线）的左半部分与 )(2 xf 图象（虚线）的左半部分重合时，如图 4.4.11

所示， p取得最大值. 由
xqxp   323 解得： 2log3 qp . 而当 2log3 qp 时，

如图 4.4.12 所示，不满足条件.
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图 4.4.10 图 4.4.11 图 4.4.12

当 )(1 xf 图象（实线）的右半部分与 )(2 xf 图象（虚线）的右半部分重合时，如图 4.4.13

所示， p取得最小值. 由
qxpx   323 解得： 2log3 qp . 而当 2log3 qp 时，

如图 4.4.14 所示，不满足条件.

图 4.4.13 图 4.4.14

综上所述， 2log2log 33  qpq ，亦可表示为 2log|| 3 qp .

（二）探索  f x 在区间 ,a b 上的单调增区间的长度和.

【动感体验】

进入文件“4-4-例 3.dmr”的第二页，如图 4.4.15 所示为函数  f x 的图象.通过变量

尺可以改变a和b的值或通过按钮设置它们的值，使得 )()( bfaf  . 观察和研究 )(xf 在



113

区间[a，b ]上的单调增区间.

图 4.4.15

【思路点拨】

对 2log|| 3 qp 和 2log|| 3 qp 的情况进行分类讨论.

【动态解析】

（1）若 2log|| 3 qp ，
||

1 3)()( pxxfxf  ，如图 4.4.16 和图 4.4.17 所示，这

时 )(xf 的图象关于 px  对称. 因为 )()( bfaf  ， ba  ，所以 pbap  ，即

2
bap 

 . 而对应 )(xf 得单调递增区间为：[ p，b ]，根据定义知单调递增区间的长度

为： 22
abbabpb 




 .
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图 4.4.16 图 4.4.17

（2）若 2log|| 3 qp ，设 0xx  时 )()( 21 xfxf  ，则函数 )(xf 在区间[ a， b ]

上的图象分别在 px  、 qx  、 0xx  被分成四段，如图 4.4.18、图 4.4.19 所示.

图 4.4.18 图 4.4.19

当 qp  （图 4.4.18）时，则 pxq  0 ，由 )()( 21 xfxf  ，即
qxxp   00 323 ，解

得： 2
2log0 3


qpx ，单调递增区间的长度等于

)()( 0 pbqx  qpbx  0 .

又由 )()( bfaf  ，即
pbaq   332 ，解得： 2log3 baqp ，所以单调区间

的长度为：
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 qpbx0 )2log(
2

2log2log
3

33 
 babba

2
ab 

 .

当 qp  （图 4.4.19）时，则 qxp  0 ，由 )()( 21 xfxf  ，即
00 323 xqpx   ，解

得： 2
2log0 3


qpx ，单调递增区间的长度等于

qpbxqbpx  00 )()( .

又由 )()( bfaf  ，即
qbap   323 ，解得： 2log3 baqp ，所以单调区间

的长度为：

 qpbx0 )2log(
2

2log2log
3

33 
 babba

2
ab 

 .

综上所述，  f x 在区间 ,a b 上的单调增区间的长度和为
2

b a
.

【简要评注】

本题表面复杂，问题新颖，但只要耐心审题，注意图像的对称性，问题即可变得清晰明

了. 图像虽然不能作为解答的依据，但是对提供解题思路有很好的提示作用.

本节小结

不等式问题最终还是需要通过解方程解决，但不等式与方程的区别在于：不个等式得到

的是一个范围，由于不等式本身的特点，借助图像有助于启发解题的思路.

求参数的取值范围问题历来都是热点和重点，它穿插在各个知识内容之内，而其本质无

疑就是不等式的求解与性质.

拓展练习

4.1．设集合 }0|,2||),{(  xxyyxA ， }|),{( bxyyxB  ，A∩ B ，

求b的取值范围.

4.2．若不等式组

5

0 2

x y
y a

x

  





≥ ，

≥ ，

≤ ≤

表示的平面区域是一个三角形，则 a的取值范围是

（ ）

A． 5a  B． 7a≥ C．5 7a ≤ D． 5a  或 7a≥



116

4.3．设m为实数，若  2 2

2 5 0
( ) 3 0 ( ) 25

0

x y
x y x x y x y

mx y

  
      
   

≥

， ≥ ， ≤

≥

，则m的

取值范围是 ．

4.4．对 Rba , ，记 ),max( ba =


 

bab
baa

＜,
,

函数 |)2||,1max(|)(  xxxf Rx 的

最小值是 .
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皓荡的大地，奔腾的骏马

只为向着那，最初的梦想

QQ群：367878041
www.hawgent.com

11033149@qq.com

http://www.hawgent.com
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