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在学习数学过程中，有许多问题在查看了详细的解答或听到了老

师的讲解之后，很多学生仍然不得其解，即使他们在下一次遇到同一

个问题也未必能够给出正确或完整的解答.

这是因为，在学习过程中，数学更加需要理解.

本课程收集并整理了一些综合性很高的数学问题，它们让老师感

到难教，让学生感到难学。就是说，对于这类问题许多数学老师都反

应他们在花费了很大力气、很多时间的讲解之后，很多学生仍然是似

懂非懂.

同样是学习，但方法有优劣之分，效率有高低之分.把看似复杂、

抽象的问题变得更容易一些，抓住数学的本质使学生多一些理性思考

而少一些机械记忆，让学生感悟到自然朴实的数学思想方法从而能够

举一反三，这是我们追求的理念.

Hawgent 皓骏团队利用动态数学技术将这类问题呈现在学生面

前，为他们提供了一个动手、观察、探索、猜想和验证的机会与平台，

帮助他们利用变化的图形和数据发现问题内在的关系，并逐渐形成真

正属于他们自己的解决问题的思路，这是我们追求的目标.

如果这种方式能够得到大家的认同，对我们是一种鼓励，并将激

发我们更加努力工作的热情，同时希望有更多志同道合者加入我们的

队伍，将这项工作持续下去，越做越好.当然也欢迎各种不同的声音，

甚至是批评的意见，从而帮助我们得到提高和成长.

欢迎联系：11033149@qq.com
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第四章 图形变换问题

图形的变换包含了图形的平移变换、翻折变换（轴对称变换）、旋转变换，近几年来在

全国各地的中考试题中，与图形变换有关的试题逐步成为中考压轴题的新宠.在压轴题中，

越来越多地出现了以图形变换为载体，以二次函数、相似三角形、平面几何问题等为主线，

将试题设计成为集探索性、开放性于一体，综合考查学生的逻辑推理能力以及运用多种数学

思想方法能力的综合题.这些综合题不仅强化了图形变换、函数方程、多边形面积、相似三

角形、图形设计等领域的知识，同时还考查了学生综合运用数学知识处理实际问题的能力.
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第一节 图形的平移

1．探索与平移抛物线有关的四边形形状问题

例 4-1-1. 如图 4-1-1-1，抛物线 F： cbxaxy  2 的顶点为 P，抛物线与 y轴交于点 A，

与直线 OP交于点 B．过点 P作 PD⊥x轴于点 D，平移抛物线 F使其经过点 A、D得到抛物

线 F′： ''' 2 cxbxay  ，抛物线 F′与 x轴的另一个交点为 C．

（1）当 a = 1，b=－2，c = 3时，求点 C的坐标(直接写出答案)；

（2）若 a、b、c满足了 acb 22 

①求 : 'b b 的值；②探究四边形 OABC的形状，并说明理由.

图 4-1-1-1

一、求 C点的坐标

因为抛物线 F′是由抛物线 F平移得到，所以 a=a′.又因为抛物线按 F′经过点 A（0，c），

所以 c=c′.所以抛物线 F′的解析式可表示为： cxbaxy  '2 ，当 a = 1，c = 3时可表示为

3'2  xbxy .

可求得抛物线 F的顶点坐标为（1，2），所以点 D的坐标为（1，0），利用点 D可求

得 b′=-4，所以抛物线 F′的解析式为 )3)(1(342  xxxxy ，可知点 C的坐标为（3，

0）.

二、求 : 'b b 的值

由（1）知，抛物线 F′的解析式可表示为 cxbaxy  '2 .
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因为点 P是 F的顶点，而且 PD⊥x轴，所以
a
bxx PD 2

 ，所以点 D（
a
b
2

 ，0）.

因为点 D在抛物线 F′： cxbaxy  '2 上，所以有 0)
2

(')
2

( 2  c
a
bb

a
ba ，利用

条件 acb 22  可以化简得
2
3' bb  ，所以得到 : 'b b =2∶3.

三、探究四边形 OABC的形状

（一）动态解析

点 P的坐标可表示为（
a
b
2

 ，
a
bac

4
4 2

），因为 acb 22  ，所以点 P的坐标可化简

为（
a
b
2

 ，
2
c
）.所以直线 OP的解析式可表示为：

2
2

2 b
b
ac

a
b

c

x
y




 ，即 xby
2

 .

由










cbxaxy

by

2
2











cbxaxy

by

2
2 可解得点 B的坐标为（

a
b

 ， c）.

因为 bb
2
3' ，所以 'F 可表示为 cxbaxy 

2
32

，其对称轴为
a
bx
4
3

 ，由点 D

的坐标（
a
b
2


a
b

 ，0）以及点 D和点 C关于直线
a
bx
4
3

 的对称性可得点 C的坐标（
a
b

 ，

0）.

所以 BC⊥x轴，且 BC=OA，又因为∠AOC=90°，所以四边形 OABC是矩形.

（二）动感体验

打开文件“例 4-1-1.dmr”，如图 4-1-1-2所示，实线表示的曲线为 F，虚线表示的曲线为

F′，分别拖到点 a、点 b可以分别改变实数 a、实数 b的值.我们用
a
b
2

2

表示实数 c的值.
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图 4-1-1-2

在实数 a和实数 b变化过程中，观察点 P、点 D、点 B和点 C的位置变化规律，以及 F

与 F′之间的关系.

（三）简要评注

比较二次函数 cbxaxy  2 平移后的图象和原图象，利用参数 a、b、c对函数图象

的影响，确定平移前后不变的参数 a、c.通过各点的坐标研究它们之间的位置联系和几何关

系是解决问题的关键.
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巩固练习(一)

练习 4-1-1：如下图，已知抛物线 cbxxy  2 经过 A（1，0），B（0，2）两点，顶

点为 D．

（1）求抛物线的解析式；

（2）将△OAB绕点 A顺时针旋转 90°后，点 B落到点 C的位置，将抛物线沿 y轴平移

后经过点 C，求平移后所得图象的函数关系式；

（3）设（2）中平移后，所得抛物线与 y轴的交点为 B’，顶点为 D’，若点 N在平移后

的抛物线上，且满足△NBB’的面积是△NDD’面积的 2倍，求点 N的坐标．
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本节小结

本节中涉及图形的平移和图象的平移两个内容.解决图形平移的相关问题时，要紧抓住

平移的性质，如平移前后图形的对应角、对应边不变，对应点的连线平行且相等等，这些是

我们解决问题的关键.在解决图象平移的问题时，利用参数对图象的影响，确定不变的参数

和变化的参数与原参数的关系，从而解决问题.
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第二节 图形的旋转

1．探索与菱形旋转有关的结论

例 4-2-1. 请阅读下列材料：

如图 4-2-1-1，在菱形 ABCD和菱形 BEFG中，点 A、B、E在同一条直线上，P是线段

DF的中点，连结 PG、PC．若∠ABC=∠BEF =60°，探究 PG与 PC的位置关系及
PC
PG

的值．

小聪同学的思路是：延长 GP交 DC于点 H，构造全等三角形，经过推理使问题得到解

决．

请你参考小聪同学的思路，探究并解决下列问题：

（1）写出上面问题中线段 PG与 PC的位置关系及
PC
PG

的值；

（2）将图 4-2-1-2中的菱形 BEFG绕点 B顺时针旋转，使菱形 BEFG的对角线 BF恰好

与菱形 ABCD的边 AB在同一条直线上，原问题中的其他条件不变（如图 4-2-2）．你在（1）

中得到的两个结论是否发生变化？写出你的猜想并加以证明．

图 4-2-1-1 图 4-2-1-2

一、求 PG与 PC的位置关系及 PC
PG

的值

延长 GP交 DC于点 H，如图 4-2-1--3 所示.因为 CD//GF，所以∠DHP=∠PGF，又因为

∠DPH=∠FPG、DP=FP，所以△DHP≌△FGP，所以 DH=GF，PH=PG.

图 4-2-1-3
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又因为 CD=CB、GB=GF，所以 CD-DH=CB-GB，即 CH=CG，所以△CHG是等腰三角

形且 CP⊥HG.因为∠DCB=120°，所以∠CGP=30°，所以 3
PC
PG

.

二、将菱形BEFG绕点B顺时针旋转后探索G与PC的位置关系及 PC
PG

的值

（一）动感体验

打开文件“例 4-2-1.dmr”，如图 4-2-1-4所示，单击“旋转”按钮，则菱形开始绕点 B为中

心旋转 60°.在旋转的过程中，观察∠GPC测量值的变化规律.

图 4-2-1-4

（二）思路点拨

类比问题（1）的方法，通过△DHP≌△FGP，△CDH≌△CBG，证△CHG为等腰三角

形.

（三）动态解析

延长 GP交 AD于点 H，连接 CH、CG，如图 4-2-1-5 所示.由 DA//GF知∠PDH=∠PFG，

又因为∠DPH=∠FPG、PF=FD，所以△DHP≌△FGP，所以 DH=GF=BG，HP=PG.

图 4-2-1-5
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又由 DC=BC、∠CDH=∠CBG＝60°，所以△CDH≌△CBG，因此 CH=CG、∠CDH=∠

CBG，这说明△CHG 为等腰三角形，因此 CP⊥PG.由∠DCH+∠HCB=120°得∠GCB+∠

HCB=120°，所以∠CGP=30°，所以 3
PC
PG

.

（四）拓展延伸

若图 4-2-1-1 中∠ABC=∠BEF= 2（0°＜ ＜90°），将菱形 BEFG绕点 B顺时针旋转

任意角度，原问题中的其他条件不变，请你直接写出
PC
PG

的值（用含 的式子表示）．单

击“下一页”按钮，进入第二页，如图 4-2-1-6 所示，为菱形 ABCD和菱形 BEFG.拖动点 C可

以改变∠ABC和∠BEF的大小，但始终有∠ABC=∠BEF成立.拖动点 E可以改变菱形 BEFG

的边长和旋转的角度，观察∠CPG是否始终为 90°.

图 4-2-1-6

（五）简要评注

本题的解题思路在题干中以阅读材料的形式给出，其基本思路是通过构造全等三角形得

到等腰三角形，利用三线合一的性质，得 PG与 PC的位置关系及其比值.问题（2）和问题

（3）中利用旋转构建了新的问题背景，但利用从特殊到一般的数学思想，其解题思路不变，

而在问题解决中需要用到菱形的性质、解直角三角形等相关知识.
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2．探索与正方形旋转有关的周长问题

例 4-2-2. 在平面直角坐标中，边长为 2的正方形 OABC的两顶点 A、C分别在 y轴、x轴的

正半轴上，点 O在原点.现将正方形 OABC绕 O点顺时针旋转，当 A点第一次落在直线 y=x

上时停止旋转，旋转过程中，AB边交直线 y=x于点 M，BC边交 x轴于点 N（如图 4-2-2-1）.

（1）求边 OA在旋转过程中所扫过的面积；

（2）旋转过程中，当 MN和 AC平行时，求正方形 OABC旋转的度数；

（3）设△MBN的周长为 p，在旋转正方形 OABC的过程中，p值是否有变化？请证明

你的结论.

图 4-2-2-1

一、求 OA扫过的面积

OA扫过的图形为一扇形，利用扇形面积公式求出旋转角后 OA扫过的面积.

点 A第一次落在直线 y=x上时停止旋转，所以 OA旋转了 45°，所以 OA扫过的面积为

2
2

360
45 2   .

打开文件“例 4-2-2.dmr”，单击“旋转”按钮（左侧主按钮），即可观察到动态的旋转过程，

如图 4-2-2-2所示.单击“旋转”按钮（中间辅按钮）即可返回到原来的位置.拖动点 A也可以使

得正方形 OABC绕点 O任意旋转.
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图 4-2-2-2

二、当MN和 AC平行时，求正方形 OABC旋转过的度数

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 4-2-2-3 所示，拖动点 A，研究当 MN//AC时点 M

和点 N应满足的条件.

图 4-2-2-3

（二）思路点拨

若 MN//AC，则有 1
CB
AB

CN
AM

，即 CNAM  ，通过这个条件求旋转过的角度大小.

（三）动态解析

设旋转过的角度为 ，则∠CON= 、∠AOM=45°- .
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当 MN//AC时，由 1
CB
AB

CN
AM

得 CNAM  ，又因为 AO=CO，所以 Rt△AOM≌△

CON，则有∠AOM=∠CON，即 45°- = ，解得 =22.5°

三、讨论旋转过程中，△MBN的周长 p是否发生改变

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第三页，如图 4-2-2-4 所示，拖动该点 A，观察△MBN的周长

测量值的变化规律.

图 4-2-2-4

（二）思路点拨

通过观察发现△MBN的周长为 4，是正方形 OABC边长的两倍，这说明 MN的长度等于

AM与 CN的长度之和.那么我们只需要证明将 AM与 CN组合起来的直线段等于 MN即可.

（三）动态解析

当点 A绕 O点旋转某一角度，此时 OA与 y轴正半轴的夹角为旋转角，∠CON也为旋

转角，而 OA=OC，所以考虑将△CON绕 O点逆时针旋转 90°，此时 C点的对应点为点 A，

N点的对应点 E落在 y轴的正半轴上，设为 N′，如图 4-2-2-5所示.因为 N′A⊥OA，OA⊥AB，

所以点 N′、点 A和点 B三点共线.
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图 4-2-2-5

由旋转的性质知：AN′=CN，ON′=ON，又因为∠N′OM=∠NOM、OM=OM，所以△N′OM

≌ △ NOM ， 因 此 N′M=MN ， 即 ： MN=AM+CN ， 所 以 △MBN 的 周 长

p=MN+BM+BN=AM+CN+BM+BN=AB+CB=4.

（四）简要评注

本题利用旋转变换，将△CON绕 O点逆时针旋转 90°，将△MBN的周长转化为 AB 和

CB的和. 通常在正方形中，根据正方形边长相等，各个角为直角的性质，将三角形进行旋

转变化，达到转化线段的目的，从而解决问题.
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3．利用旋转推导线段之间的长度关系

例 4-2-3. 如图 4-2-3-1，边长为 10 的正方形 ABCD被两条与边平行的线段 EF、GH分割为

四个小矩形，EF与 GH交于点 P.

（1）若 AG=AE，证明：AF=AH；

（2）若∠FAH=45°，证明：AG+AE=FH；

（3）若 RtΔGBF的周长为 10，求矩形 EPHD的面积.

图 4-2-3-1

一、证明 AF=AH

连接 AF、AH，如图 4-2-3-2所示.因为 AB//EF，AE//BF，∠ABF=90°，所以四边形 ABFE

是矩形，所以 BF=AE，同理可证 AG=DH.又因为 AD=AB、∠ABF=∠ADH，所以 Rt△ABF≌

Rt△ADH，所以 AF=AH.

图 4-2-3-2

二、若∠FAH=45°，证明 AG+AE=FH

（一）动感体验
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打开文件“例 4-2-3.dmr”，如图 4-2-3-3 所示，拖动点 E，∠FAH保持为 45°不变，观察

AE+AG与 FH的关系

图 4-2-3-3

（二）思路点拨

因为要证明 AE+AG=FG，因此要构造长度等于 AE+AG的直线段，然后证明改线段与

FG的长度相等.

可以以点 H为顶点，以点 F为底边顶点构造一个等腰三角形.因为 DH=AG，所以延长

HD得到一条与 AE相等的线段即可.那么通过将 Rt△ABF绕点 A旋转 90°可以实现.

（三）动态解析

将 Rt△ABF绕点 A按照逆时针方向旋转 90°，得到 Rt△AB′F′，其中点 B′与点 D重合，

如图 4-2-3-4所示.因为 F′D⊥AD、AD⊥DC，所以点 F′、点 D、点 C三点共线.

图 4-2-3-4
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因为∠FAH=45°，所以∠BAF+∠DAH=45°，因为∠BAF=DAF′，所以∠DAF′+∠DAH=

∠ F′AH=45° ， 又 因 为 AF=AF′ 、 AH=AH ， 所 以 △AFH ≌ △ AF′H ， 因 此

FH=F′H=DH+DF′=BF+DH=AE+AG.

三、求矩形 EPHD的面积

如图 4-2-3-5 所示，分别用字母表示 BG和 BF，根据条件 RtΔGBF的周长为 10，利用

代数式的恒等变形求矩形 EPHD的面积.

图 4-2-3-5

设 BG=x、BF=y，则矩形 EPHD的面积可表示为 xyyxyx  )(1)1)(1( .

已知 Rt△GBF的周长为 1，即 122  yxyx ，可化为 )(122 yxyx  ，

两边平分后化简得： 02)(21  xyyx ，所以：
11 ( )
2

x y xy   

简要评注

此题的第（2）个问题，根据正方形的性质，利用旋转变换将 DH和 BF转化到一条线

直线，通常在正方形中证线段的和差的问题时，这是常用的方法：“截长补短”法.那么为什

么这里用补短法而不用截长法，因为截长法会破坏 FAH，会使得其问题复杂化，但是还

是可以解答。
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4．与长方形旋转有关的存在性问题

例 4-2-4. 如图 4-2-4-1，在平面直角坐标系中，O为坐标原点，点 A的坐标为（－8，0），

直线 BC经过点 B（－8，6）和点 C（0，6），将四边形 OABC绕点 O按顺时针方向旋转

度得到四边形 OA′B′C′，此时直线 OA′、直线 B′C′分别与直线 BC相交于 P、Q．

（1）四边形 OABC的形状是 ，当 =90°时，
BQ
BP

的值是 ．

（2）①如图 4-2-4-1，当四边形 OA′B′C′的顶点 B′落在 y轴正半轴上时，求
BQ
BP

的值;②

如图 4-2-4-2，当四边形 OA′B′C′的顶点 B′落在直线 BC上时，求ΔOPB′的面积．

（3）在四边形 OABC旋转过程中，当  1800  时，是否存在这样的点 P和点 Q，

使 BP= BQ
2
1

？若存在，请直接写出点 P的坐标；若不存在，请说明理由．

图 4-2-4-1 图 4-2-4-2

一、判断四边形的形状及 BQ
BP

的值
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图 4-2-4-3

根据顶点坐标易判断四边形 OABC的形状为矩形.旋转 90°后，OA′与 y轴重合，此时点

P与点 C重合，如图 4-2-4-3 所示，所以 BP=8，直线 B′C′与直线 BC的交点 Q的坐标为（6，

6），所以 BQ=14，所以
7
4

14
8


BQ
BP

.

二、求旋转后顶点 B′落在 y轴正半轴上时 BQ
BP

的值

利用△PCO∽△B′A′O求 PC，利用△B’CQ∽△B’C’O求 CQ.

因为∠POC=∠B′OA′，所以 Rt△POC∽Rt△B′OA′，所以有
''' OA

OC
BA

PC
 ，由 A′B′=OC=6、

OA′=8，解得：
2
9

PC ，所以
2
7

 PCBCBP .同理由 Rt△B′CQ∽Rt△B′C′O 解得：

3CQ ，所以 11BQ .所以
22
7


BQ
BP

.

三、求旋转后顶点 B′落在直线 BC上时ΔOPB′的面积

解决问题的关键是求出线段 PB′的长度.

因为 OC=A′B′、∠CPO=∠A′PB′，所以 Rt△COP≌Rt△A′B′P，所以 PO=PB′.过点 P作 OB′

的垂足K，如图 4-2-4-4所示，则点K是OB′的中点，因此 5'''
2
1'

2
1 22  BAOAOBOK .

图 4-2-4-4

在 Rt△OPK和 Rt△OB′A′中，
'
'cos

OB
OA

OP
OKPOK  ，可解得：

4
25

OP .

所以△OPB′的面积为
4
75

2
1

 PQOC .

四、当  1800  时，讨论是否存在这样的点 P和点 Q，使 BP= BQ
2
1
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（一）动感体验

打开文件“例 4-2-4.dmr”，如图 4-2-4-5 所示，拖动点 B′ 使得矩形 OA′B′C′ 绕点 O按照

顺时针方向旋转，观察是否可能存在 BP= BQ
2
1

的情况.

图 4-2-4-5

（二）思路点拨

分两种情况讨论：点 P在点 B的左侧，且满足 BP= BQ
2
1

；点 P在点 B的右侧，且满

足 BP= BQ
2
1

.

（三）动态解析

当点 P在点 B的左侧，且满足 BP= BQ
2
1

时，连接 OQ，过 Q作 QH⊥OA′于 H，如图

4-2-4-6所示.由于在△PQO中 PQ边上的高 OC和 PO边上的高 QH相等，所以由等面积法可

知 PQ=PO.设 BP=x，则 BQ=2x，所以 PO=PQ=3x，而在 Rt△PCO中，PC=BC+BP=8+x，CO=6，

PO=3x.在 Rt△POC中，根据勾股定理可求出 6
2
31x ，所以满足 BP= BQ

2
1

要求的点 P

的坐标为 )66
2
39( ， .

图 4-2-4-6
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图 4-2-4-7

当点 P在点 B的右侧，且满足 BP= BQ
2
1

时，如图 4-2-4-7 所示，同理在 Rt△POC中，

PC=8-x、PO=PQ=BP=x、CO=6，由勾股定理可解得 x=
4
25

，所以满足 BP= BQ
2
1

要求的点

P的坐标为 )6,
4
7( .

（四）简要评注

此题是以旋转变化为背景，设计的一个函数几何题，解决各问题时，应抓住旋转变换的

性质——旋转前后的图形对应角，对应边不变，各点的旋转角不变.这些性质可以方便我们

转化角和转化边，为证全等或相似提供条件.
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5．与两次旋转有关的面积最大问题

例 4-2-5. 如图 4-2-5-1，已知 A、B是线段 MN上的两点， 1,1,4  MBMAMN ．以 A

为中心顺时针旋转点 M，以 B为中心逆时针旋转点 N，使 M、N两点重合成一点 C，构成

△ABC，设 xAB  ．

（1）求 x的取值范围；

（2）若△ABC为直角三角形，求 x的值；

（3）探究△ABC的最大面积.

图 4-2-5-1

一、求 x的取值范围

（一）动感体验

打开文件“例 4-2-5.dmr”，拖动点 B可以该变 x的大小，观察点 B对点 C位置的影响，

如图 4-2-5-2、图 4-2-5-3所示.

图 4-2-5-2 图 4-2-5-3

（二）思路点拨

当 AC+AB＞BC且 AC+BC＞AB时才能够构成△ABC.

向左移动点 B可能出现 BC＞AC+AB的情况，向右移动点 B可能出现 AB＞AC+BC的情

况.这两种情况下均不能构成△ABC.因此找到点 B位置的临界点是解决问题的关键.

（三）动态解析
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由于 AB=x，BC=BN=4-1-x=3-x，AC=MA=1.而构成三角形的条件是任意．．两边之和大于第

三边，所以要能构成△ABC，需满足的条件为 AC+AB＞BC且 AC+BC＞AB，即






xx
xx

31
31

，

解得： 21  x .

二、当△ABC为直角三角形，求 x的值

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 4-2-5-4 所示，拖动点 B，观察△ABC三个内角

测量值的变化过程，研究△ABC是否可能为直角三角形.

图 4-2-5-4

（二）思路点拨

根据直角的不同分三种情况进行讨论.

（三）动态解析

若∠CAB=90°，则有 222 BCABAC  ，即 222 )3(1 xx  ，解得：
3
4

x ，如图

4-2-5-5所示.

若∠ABC=90°，则有 222 ACBCAB  ，即 222 1)3(  xx ，无解.

若∠BCA=90°，则有 222 ABBCAC  ，即 222 )3(1 xx  ，解得：
3
5

x ，如图

4-2-5-6所示.

图 4-2-5-5 图 4-2-5-6
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综上所述，当△ABC为直角三角形时 x的值为
3
4
或
3
5
.

三、讨论△ABC的最大面积

（一）思路点拨

作 CD⊥AB于 D，分点 D在线段 AB上和点 D在线段 MA上两种情况讨论△ABC的面

积.

（二）动态解析

作 CD⊥AB于 D，当∠CAB≤90°时，AB边上的高 CD在△ABC的内部或边上，如图 4-2-5-7

所示；当∠CAB＞90°时，AB边上的高 CD在△ABC的外部，如图 4-2-5-8 所示.所以根据点

D的位置分点 D在线段 AB上和点 D在线段 MA上两种情况讨论△ABC的面积.

图 4-2-5-7 图 4-2-5-8

当点 D在线段 AB上时，根据△ABC的三边 AC=1，AB=x，BC= 3-x，可表示 AB边上的

高 CD.方法如下：设 CD=h，则 AD= 21 h ，BD= 22)3( hx  ，因为 AD+BD=x，所以

xhxh  222 )3(1 ， 化 简 后 16248 222  xxhx ， 所 以

462
4
1 2222  xxhxS =

2
1

2
32

2







  x ，由问题（2）知，当点 A和点 D重合时，

即∠BAC=90°，此时
3
4

x ，因为 21  x ，所以点 D在线段 AB上时，x的取值范围为

2
3
4

 x ，而当
2
3

x 时（满足 2
3
4

 x ）， 2S 取最大值
2
1
，从而 S取最大值

2
2 .

当点 D在线段 AM上时，由图可知 BD-AD=AB，所以 xhhx  222 1)3( ，

同理可得， 462
4
1 2222  xxhxS =

2
1

2
32

2







  x ，因为 x 的取值范围为

3
41  x ，

3
41  x 在对称轴 x=

2
3
的左侧，而 a＜0，所以 S2随 x的增大而增大，所以当

3
4

x ，S2有最大值
9
4
，从而 S取最大值

3
2
.
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综合①②得，△ABC的最大面积为
2
2 .

（三）简要评注

本题以线段的旋转为背景，综合了构成三角形的条件，勾股定理及面积最值问题等多种

问题，考察了学生数形结合、分类讨论的能力.在解决问题（2）时，要注意根据直角的不同

进行分类讨论；在解决问题（3）时，AB边上的高有可能在三角形内部或三角形外部，因为

高所在位置不同其求法也有所不同，所以要分两种情况讨论.
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6．与正方形旋转有关的结论成立问题

例 4-2-6. 如图 4-2-6-1，四边形 ABCD是正方形，G是 CD边上的一个动点(点 G与 C、D不

重合)，以 CG为一边在正方形 ABCD外作正方形 CEFG，连结 BG，DE．我们探究下列图

中线段 BG、线段 DE的长度关系及所在直线的位置关系：

（1）①猜想如图 4-2-6-1中线段 BG、线段 DE的长度关系及所在直线的位置关系；②

将图 4-2-6-1中的正方形 CEFG绕着点 C按顺时针(或逆时针)方向旋转任意角度 ，得到如

图 4-2-6-2 、如图 4-2-6-3 情形．请你通过观察、测量等方法判断①中得到的结论是否仍然

成立，并选取图 4-2-6-2 证明你的判断．

（2）将原题中正方形改为矩形（如图 4-2-6-4至图 4-2-6-6），且 AB=a，BC=b，CE=ka，

CG=kb (a b，k 0)，第(1)题①中得到的结论哪些成立，哪些不成立？若成立，以图 4-2-6-5

为例简要说明理由．

（3）在第(2)题图 4-2-6-5 中，连结DG、 BE，且 a=3，b=2，k=
1
2
，求 2 2BE DG 的

值.

图 4-2-6-1 图 4-2-6-2 图 4-2-6-3

图 4-2-6-4 图 4-2-6-5 图 4-2-6-6
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一、讨论线段 BG、线段 DE的长度关系及所在直线的位置关系

（一）动感体验

打开文件“例 4-2-6.dmr”，如图 4-2-6-7所示，点 O是直线 BG与 DE的交点.拖动点 G观

察线段 BG和 DE的长度测量值的变化规律，并研究点 G的位置对∠BOD的影响.

图 4-2-6-7

（二）思路点拨

因为 CG=CE，BC=DC，所以 Rt△BCG≌△DCE，所以 BG=DE.接下来的问题是证明 BG

⊥DE.

（三）动态解析

因为 Rt△BCG≌△DCE，所以∠EDC=∠CBG,又因为∠BGC=∠DGO,所以∠DOG=∠

BCG=90°,所以 BG⊥DE.

同样我们也可以通过旋转求解，将△DCE绕点 D按照逆时针顺序旋转 90°，则点 C与点

A 重合，设点 E′是由旋转点 E 而得到的点，如图 4-2-6-8 所示.由图形旋转的性质可知∠

E′DE=90°，而∠E′DE=∠E′DC+∠CDE，又因为∠CDE=∠GBC、∠GB∠CGB=90°，所以∠

E′DC=∠BGC，因此 E′D//BG，所以 BG⊥DE.

图 4-2-6-8

所以 BG垂直且等于 DE.

二、探索将正方形 CEFG绕点 C旋转后结论是否仍然成立
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（一）动感体验

单击“下一页”按钮，如图 4-2-6-9所示，拖动点 G，正方形 CDFG可绕点 C任意旋转；

拖动线段CD上的点可以改变正方形CGFE的边长，观察是否仍然有BG=DE以及∠BOD=90°

成立.

图 4-2-6-9

（二）思路点拨

证明的方法是类似的.

（三）动态解析

因为 Rt△BCG≌△DCE，所以∠EDC=∠CBG,又因为∠BGC=∠DGO,所以∠DOG=∠

BCG=90°,所以 BG⊥DE.

同样也可以利用旋转的性质进行求解，设DC与 BG交于点 P，容易证明△BCG≌△DCE，

因此∠PBC=∠EDC、BG=DE.

在图 4-2-6-10所示情况下，由∠E′DC+∠EDC=∠BPC+∠PBC=90°，得∠E′DC=∠BPC，

所以 E′D//BG，所以 BG⊥DE.

图 4-2-6-10 图 4-2-6-11

而当如图 4-2-6-11 所示情况下，由∠PBC+∠BPC=90°，得∠EDC+∠BPC=90°，所以

ED⊥BG.

所以，BG垂直且等于 DE.

三、将正方形改为矩形后，讨论问题（1）中的结论是否仍然成立



28

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第三页，如图 4-2-6-12 所示，点 O是直线 BG与 DE的交点.

通过拖动点 B和点 D可以分别改变矩形 ABCD的宽和长，拖动点 G可以改变矩形 CEFG与

矩形 ABCD的比例.观察线段 BG、DE的长度测量值的变化规律，能否探索出它们直接的关

系？并研究点 G的位置对∠BOD的影响

图 4-2-6-12

（二）思路点拨

当正方形 CEFG变为矩形时，△BCG与△DCE的关系由全等变为相似.

（三）动态解析

因为
CE
DC

CG
BCk  ，∠BCG=∠DCE=90°，所以△BCG∽△DCE，那么有∠CBG=∠

CDE.

因为∠CDE+∠CED=90°，所以有∠GBC+∠CED=90°，则 BO⊥DE，即 BG⊥DE.

那么线段 BG与 DE的长度直接到底有什么关系呢？与 k的值有关系吗？还是与矩形

ABCD的长与宽的之比有关系？你可以自己动手进行测量、计算和研究.单击“测量值”按钮，

结果如图 4-2-6-13所示，请你给出你所观察到得结论.

图 4-2-6-13
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事实上，由△BCG∽△DCE可得到
DC
BC

DE
BG

 .这些结论当矩形 CEFG绕点 C旋转的过

程中仍然成立吗？单击“下一页”按钮，如图 4-2-6-14 所示，拖动带你 G观察测量值的变化

规律.

图 4-2-6-14

要证明这些结论其实也并不困难，只要证明△BCG∽△DCE即可.

四、在问题（2）的基础上，求 2 2BE DG 的值

由问题（2）的分析知 BG与 DE垂直，如图 4-2-6-15所示，所以 222 OEBOBE  ，

222 OGDODG  . 而 222 BDBODO  ， 222 GEOEOG  ， 所 以

2 2BE DG = 22 EGBD  ， 利 用 条 件 易 求 出 132 BD ，
4
132 GE ， 所 以

4
6522  DGBE .

图 4-2-6-15

简要评注
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本题以旋转变换作“载体”，利用特殊到一般的数学思想构造图形及问题.其解决问题的

思路也是利用特殊到一般的思想， 抓住旋转的性质，得全等或相似.
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巩固练习（二）

练习 4-2-1：如下图（左），若△ABC和△ADE为等边三角形，M，N分别 EB，CD的中

点，易证：CD=BE，△AMN是等边三角形．

（1）当把△ADE绕 A点旋转到下图（中）的位置时，CD=BE是否仍然成立？若成立请

证明，若不成立请说明理由；

（2）当△ADE绕 A点旋转到下图（右）的位置时，△AMN是否还是等边三角形？若是，

请给出证明，并求出当 AB=2AD时，△ADE与△ABC及△AMN的面积之比；若不是，请说明

理由．

练习 4-2-2：已知 Rt ABC△ 中， 90AC BC C D  ，∠ ， 为 AB 边的中点，

90EDF  °， EDF 绕D点旋转，它的两边分别交 AC、CB（或它们的延长线）于 E、

F．当 EDF 绕 D 点 旋 转 到 DE AC 于 E 时 ， 如 下 图 （ 左 ）， 易 证

1
2DEF CEF ABCS S S △ △ △ ．当 EDF 绕D点旋转到DE AC和 不垂直时，在下图（中）和

下图（右）这两种情况下，上述结论是否成立？若成立，请给予证明；若不成立， DEFS△ 、

CEFS△ 、 ABCS△ 又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，不需证明．

练习 4-2-3：在 ABC△ 中， 2 120AB BC ABC   ， °，将 ABC△ 绕点 B顺时针旋
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转角 (0 °  90 ) °得△A’BC’，A’B交 AC于点 E，A’C’分别交 AC、BC于 D、F两点．

（1）如下图(左)，观察并猜想，在旋转过程中，线段 EA’与 FC有怎样的数量关系？并

证明你的结论；

（2）如下图（右），当 30 °时，试判断四边形 BC’DA的形状，并说明理由；

（3）在（2）的情况下，求 ED的长．

练习 4-2-4：把两块全等的直角三角形 ABC和 DEF叠放在一起，使三角板 DEF的锐角

顶点 D 与三角板 ABC 的斜边中点 O 重合，其中∠ABC=∠DEF=90°，∠C=∠F=45°，

AB=DE=4，，把三角板 ABC固定不动，让三角板 DEF绕点 O旋转，设射线 DE与射线 AB

相交于点 P，射线 DF与线段 BC相交于点 Q．

（1）如下图（左），当射线 DF经过点 B，即点 Q与点 B重合时，易证△APD∽△CDQ．此

时， CQAP  =_______．

（2）将三角板DEF由下图（左）所示的位置绕点O沿逆时针方向旋转，设旋转角为 ．其

中  900  ，问 CQAP  的值是否改变？说明你的理由．

（3）在（2）的条件下，设 xCQ  ，两块三角板重叠面积为 y，求 y与 x的函数关系

式．（图（中）和图（右）供解题用）
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图 4-2-52① 图 4-2-52② 图 4-2-52③

练习 4-2-5：已知正方形 ABCD中，E为对角线 BD上一点，过 E点作 EF⊥BD交 BC

于 F，连接 DF，G为 DF中点，连接 EG，CG．

（1）求证：EG=CG；

（2）将下图（左）中△BEF绕 B点逆时针旋转 45º，如下图（中）所示，取 DF中点 G，

连接 EG，CG．问（1）中的结论是否仍然成立？若成立，请给出证明；若不成立，请说明

理由．

（3）将下图（左）中△BEF绕 B点旋转任意角度，如下图（右）所示，再连接相应的

线段，问（1）中的结论是否仍然成立？通过观察你还能得出什么结论？（均不要求证明）

练习 4-2-6：如图， 已知等边三角形 ABC中，点 D，E，F分别为边 AB，AC，BC的中

点，M为直线 BC上一动点，△DMN为等边三角形（点 M的位置改变时， △DMN也随之

整体移动）．

（1）如下图（左），当点 M在点 B左侧时，请你判断 EN与 MF有怎样的数量关系？

点 F是否在直线 NE上？都请直接．．．．写出结论，不必证明或说明理由；

（2）如下图（中），当点 M在 BC上时，其它条件不变，（1）的结论中 EN与 MF的数

量关系是否仍然成立?若成立，请利用下图（中）证明；若不成立，请说明理由；

（3）若点 M在点 C右侧时，请你在下图（右）中画出相应的图形，并判断（1）的结

论中 EN与 MF的数量关系是否仍然成立?若成立?请直接写出结论，不必证明或说明理由．
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本节小结

旋转变换在中考中主要以两种方式呈现：一种是以图形旋转变换为背景的几何问题，此

类问题的解决主要利用旋转变换的性质，找相等的角或变，进而得全等或相似，这类问题中

往往用到从特殊到一般的数学思想；另一种是对图形进行旋转变换，以达到简便解决问题的

目的，这种题灵活性强，要求学生对图形的感知能力较高.
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第三节 图形的翻折

1．与图形翻折有关的两直线间的关系

例 4-3-1.将一矩形纸片 OABC放在平面直角坐标系中，O（0，0），A(6，0)，C（0，3）．动

点 Q从点 O出发以每秒 1个单位长的速度沿 OC向终点 C运动，运动
3
2
秒时，动点 P从点

A出发以相等的速度沿 AO向终点 O运动．当其中一点到达终点时，另一点也停止运动．设

点 P的运动时间为 t（秒）．

（1）用含 t的代数式表示 OP、OQ；

（2）当 t=1 时，如图 4-3-1-1，将△OPQ沿 PQ翻折，点 O恰好落在 CB边上的点 D处，

求点 D的坐标；

（3）连结 AC，将△OPQ沿 PQ翻折，得到△EPQ，如图 4-3-1-2．问：PQ与 AC能否

平行？PE与 AC能否垂直？若能，求出相应的 t值；若不能，说明理由．

图 4-3-1-1 图 4-3-1-2

一、用含有 t的式子表示 OP、OQ

OP=OA－AP=6－t，
3
2

 tOQ .

二、求点 D的坐标

当 t=1时，OQ=
3
5
，由折叠性质可知 DQ=OQ=

3
5
，而 CQ=CO-OQ=

3
4
.所以在 Rt△QCD

中，CD= 122 QCQD ，因此点 D的坐标为（1，3）.

三、判断 PQ与 AC能否平行

（一）动感体验
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图 4-3-1-3

打开文件“例 4-3-1.dmr”，如图 4-3-1-3 所示，拖动点 Q，观察 PQ与 AC能否平行，研

究当 PQ与 AC平行时点 P和点 Q应该满足的条件.

（二）思路点拨

当 PQ与 AC平行时有
OC
OA

OQ
OP

 ，进而求出 t的值，然后判断所求出的 t的值是否满

足题设的条件.

（三）动态解析

因为 tAPtOQ 
3
2

，而 OAOC  ，所以点 Q 先运动到点 C 的位置，则由

3
3
2
t 解得：

3
70  t .

当 PQ∥AC时，由
OC
OA

OQ
OP

 ，即 3
6

3
2
6






t

t
，解得：

9
14

t ，满足
3
70  t ，所以

存在 PQ与 AC平行的情况，如图 4-3-1-4 所示.
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图 4-3-1-4

四、判断 PE与 AC能否垂直

（一）动感体验

继续拖动点 Q，观察是否可能出现 PE与 AC垂直的情况.

（二）思路点拨

因为 QE⊥PE，因此当 PE⊥AC时，QE//AC，然后根据比例线段之间的关系求解 t的值，

最后讨论所求得的解是否满足的条件.

（三）动态解析

因为 QE⊥PE，因此当 PE⊥AC时，QE//AC.可以用 t表示出 Rt△PEF各条边的长度，然

后利用勾股定理求出 t的值.

设直线 QE 与 x 轴交于点 F，则有
QF
AC

OF
OA

OQ
OC

 ，其中 3OC 、
3
2

 tOQ 、

6OA 、 53AC ，解得： )
3
2(2  tOF 、 )

3
2(5  tQF .

而 tOP  6 ，所以
3
143  tOPOFPF .又由翻折图形的性质知

tOPPE  6 、
3
2

 tOQQE ，因此 )
3
2)(15(  tQEQFEF .在

Rt△PEF中有：

222 EFPEPF  ，即
2222 )

3
2()15()6()

3
143(  ttt ，化简得：

0]3852)15(3)[23(  tt ，解得：
3
2

t （舍去），或 4.3
3
5104 t

（如图 4-3-1-5所示，舍去）.

图 4-3-1-5
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所以 PE与 AC垂直的情况不存在.

（四）简要评注

讨论折叠后 PQ与 AC能否平行或垂直，利用平行线对应成比例，将平行或垂直问题转

化为对应线段的问题，利用折叠的性质用 t表示各条线段， 从而得到关于 t的方程，求解

判断即可.



40

2．由正方形的折叠到长方形折叠的推广

例 4-3-2. 问题解决：如图 4-3-2-1，将正方形纸片 ABCD折叠，使点 B落在 CD边上一点 E

（不与点 C，D重合），压平后得到折痕 MN．当
2
1


CD
CE

时，求
BN
AM

的值．

类比归纳：在图 4-3-2-1中，若
3
1


CD
CE

则
BN
AM

的值等于 ；若
4
1


CD
CE

则
BN
AM

的值等于 ；若
nCD

CE 1
 （ 为整数），则

BN
AM

的值等于 ．（用含 n的

式子表示）

联系拓广：如图 4-3-2-2，将矩形纸片 ABCD折叠，使点 B落在 CD 边上一点 E（不与

点 C、D 重合），压平后得到折痕 MN 设
nCD

CEm
mBC

AB 1),1(1  则
BN
AM

的值等

于 ．（用含 m、n的式子表示）

图 4-3-2-1 图 4-3-2-2

一、当 2
1


CD
CE

时，求 BN
AM

的值

为方便计算，设正方形的边长为 2，则 EC=DE=1.设 NE=BN=x，则 NC=2-x，在 Rt△BCE

中由勾股定理得 222 ECNCNE  ，即 222 1)2(  xx ，解得：
4
5

x ，即
4
5

BN .

连接线段 MB、ME，如图 4-3-2-3所示，根据翻折的性质有：MB=ME.设 AM=y，那么在 Rt△ABM

中根据勾股定理有 2222 4 yAMABMB  ，在 Rt△MED中根据勾股定理有

22222 1)2(  yDEMDME .由 222 1)2(4  yy 解得：
4
1

y ，即
4
1

AM .

所以
5
1


BN
AM

.
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图 4-3-2-3

二、当 nCD
CE 1

 时，求 BN
AM

的值

为方便计算，设正方形边长为 n，则 CE=1，DE=n－1，其讨论方法同上，可求得

n
nBN
2

12 
 、

n
nAM
2

)1( 2
 ，所以

1
)1(

2

2





n
n

BN
AM .

那么，当
3
1


CD
CE

时则
BN
AM

的值等于
5
2
；当

4
1


CD
CE

时
BN
AM

的值等于
17
9

；当
nCD

CE 1


（ 为整数）时，
BN
AM

的值等于
1
)1(

2

2




n
n .

设 kCECD  ，即
CE
CDk  ，事实上当 k为任意实数时，上述结论都成立，你能进一

步给出证明吗？打开文件“例 4-3-2.dmr”，如图 4-4-9 所示，拖动 CD 上的点 E 能够改变

CE
CDk  的值，可以发现总有

1
)1(

2

2





k
k

BN
AM

成立.

图 4-3-2-4

三、当
nCD

CE
mBC

AB 1,1  时求
BN
AM

的值
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为计算方便，可设 AB=CD=n，则 CE=1，BC=mn.设 BN=NE=x，则 NC=mn-x，那么在

Rt△NCE中，由 222 ECNCNE  ，即 222 1)(  xmnx ，解得：
mn
nmx
2

122 
 .

连接 MB、ME，如图 4-3-2-5 所示.设 AM=y，由 MB=ME 以及 222 AMABBM  、

222 DEMDME  得： 2222 )1()(  nymnyn ，解得：
mn
nnmy

2
1222 

 .

图 4-3-2-5

所以
1

21
1
12

2222

22








nm
n

nm
nnm

BN
AM .

在这里 m、n可以是任意大于 1的实数.单击“下一页”按钮，如图 4-3-2-6 所示，点 C可

以拖动从而改变 BC的长度以及 m的值，点 E可以拖动从而改变 CE的长度以及 n的值，在

拖动过程中观察
BN
AM

的测量值与
1

21 22 


nm
n

的测量值之间的关系.



43

图 4-3-2-6

简要评注

此题体现了从特殊到一般的数学思想，利用（1）特殊情况下的解法过渡到（3）的一

般情况.折叠问题中求线段的长通常要用到方程思想，用含有未知数的式子表示所需线段（表

示时通常要运用到轴对称的性质，即折叠前后对应边相等）利用勾股定理列方程求解.
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3．与纸片折叠有关的函数关系问题

例 4-3-3. 已知一个直角三角形纸片 OAB，其中∠AOB=90°，OA=2，OB=4．如图 4-3-3-1，

将该纸片放置在平面直角坐标系中，折叠该纸片，折痕与边 OB交于点 C，与边 AB交于点

D．

（1）若折叠后使点 B与点 A重合，求点 C的坐标；

（2）若折叠后点 B落在边 OA上的点为 B′，设 OB′=x，OC=y，试写出 y关于 x的函数

解析式，并确定 y的取值范围；

（3）若折叠后点 B落在边 OA上的点为 B′，且使 B′D∥OB，求此时点 C的坐标．

图 4-3-3-1

一、当点 B与点 A重合时，求点 C的坐标

因为折叠后点 B与点 A重合，根据对称性知点 D是线段 AB的中点，那么点 C是经过

点 D与 AB垂直的直线与 OB的交点，如图 4-3-3-2所示.

图 4-3-3-2

因为∠OBA=∠DBC，所以△OBA∽△DBC，因此有
BO
BA

BD
BC

 ，又因为 4BO 、
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522 22  OBOABABD ，所以
2
5

BC ，于是
2
3

 BCOBOC ，因此点 C

的坐标为（0，
3
2
）.

二、求 y关于 x的函数解析式

连接 B′C，根据轴对称的性质知：BC=B′C，如图 4-3-3-3所示.因为 OB=4，OC=y，所以

B′C=OB-OC=4-y. 那 么 在 Rt△OCB′ 中 ， 由 勾 股 定 理 得 ： 222 '' OCOBCB  ， 即

222)4( yxy  ，化简得：
2

8
12 xy  .由 20  x 可得到 y的取值范围为 2

2
3

 y .

图 4-3-3-3

三、折叠后若使 B′D∥OB，求此时点 C的坐标

连接 DB' ，由对称图形的性质知 BDDB ' ，如图 4-3-3-4所示，设 aBDDB ' .

图 4-3-3-4

当 OBDB //' 时，有
OA
AB

OB
DB ''
 、

BD
AD

OB
AB


'
'

，即
2

2
4

xa 
 、

a
a

x
x 


 522
，

可解得： 854 x ，所以 1658)854(
8
12

8
12 22  xy ，因此点 C的坐

标为（0， 1658  ）.
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简要评注

此题的关键在于根据不同的要求画出折叠后的图形，画图的方法是根据对称点的中垂线

是对称轴，先通过一组对称点画出对称轴，在画出对称的图形即可.在求解各个问题时，结

合所画图形，利用直角三角形的相关知识和相似的知识求解.



47

4．与图形翻折有关的动点存在性问题

例 4-3-4. 已知直角坐标系中菱形 ABCD的位置如图 4-3-4-1，C，D两点的坐标分别为(4，0)，

(0，3).现有两动点 P，Q分别从 A，C同时出发，点 P沿线段 AD向终点 D运动，点 Q沿折

线 CBA向终点 A运动，设运动时间为 t秒.

（1）填空：菱形 ABCD的边长是 、面积是 、 高 BE的长是 ；

（2）探究下列问题：

①若点 P的速度为每秒 1个单位，点 Q的速度为每秒 2个单位.当点 Q在线段 BA上时，

求△APQ的面积 S关于 t的函数关系式，以及 S的最大值； ②若点 P的速度为每秒 1个单

位，点 Q的速度变为每秒 k个单位，在运动过程中，任何时刻都有相应的 k值，使得△APQ

沿它的一边翻折，翻折前后两个三角形组成的四边形为菱形.请探究当 t=4秒时的情形，并

求出 k的值.

图 4-3-4-1

一、求菱形的边长、面积及高

由 C、D点坐标可求出 CD=5，AC=8，BD=6，所以

2468
2
1

2
1

 BDACS ABCD菱形 ，又因为 BEADABCD 菱形S ，AD=CD=5，

所以 BE=
5
24

.

二、求△APQ的面积 S关于 t的函数关系式，以及 S的最大值；

（一）动感体验

打开文件“例 4-3-4.dmr”，如图 4-3-4-2 所示，拖动点 P，在点 P和点 Q运动的过程中，

观察△APQ的形状的变化规律，研究表示△APQ面积的恰当形式.
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图 4-3-4-2

（二）思路点拨

因为∠PAQ是固定的，因此可以用 AP及其 AP边上的高表示△APQ的面积.

（三）动态解析

因 为 BC=AB=5 ， 所 以 当 点 Q 在 线 段 AB 上 时 ， BQ 的 长 度 可 表 示 为

52)
2
5(2  ttBQ ，而 AP的长度可表示为 tAP  ，其中 t的取值范围为： 5

2
5

 t .

过点 Q 作 QF⊥ AD 于点 F，如图 4-3-4-3 所示，则 △APQ 的面积可表示为：

APQFS 
2
1

.

图 4-3-4-3

又 因 为 BE 垂 直 AD， 所 以 QF//BE， 所 以 有
AB
AQ

BE
FQ

 ， 其 中
5
24

BE ，

tBQABAQ 210  ， 5AB ，所以
25

)5(48 tFQ 
 .所以△APQ的面积可表示为：

6)
2
5(

25
24)5(

25
24

2
1 2  tttFQAPS .

因此当
2
5

t ，即点 Q与点 B重合时，S有最大值 6.
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三、探索翻折前后两个三角形组成的四边形为菱形的情况

（一）动感体验

当△APQ为等腰三角形时，沿某边翻折前后两个三角形组成的四边形为菱形.

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 4-3-4-3 所示，拖动点 Q，通过测量值研究△APQ

是否可能为等腰三角形.

图 4-3-4-3

（二）思路点拨

分点 Q在 AB和在 BC上两种情况进行讨论.

（三）动态解析

1.首先考虑以 AP为底的等腰三角形.

过 AP的中点 M作 AP的垂线，必定与折线段 ABC交于线段 BC上，如图 4-3-4-4所示，

设交点为 Q.这是因为在 Rt△ABE中，由 AB=5、
5
24

BE 可求得 2
5
7
AE ，所以点 Q在

点 B的右上侧.

图 4-3-4-4 图 4-3-4-5
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如图 4-3-4-5 所示， 由 BE⊥AD、QM⊥AD知：BE//MQ，又因为 AD//BC，所以四边形

BEMQ时平行四边形，因此
5
3

5
72  AEAMEMBQ ，所以

5
22

5
35  BQBCCQ .所以点 Q的运动速度 k等于

10
114

5
22

 .

2.然后考虑以 AP为腰、以∠A为顶角的等腰三角形.

因为 45 AB ，因此点 Q一定在线段 AB上，并且 AQ=4，如图 4-3-4-6 所示，那么

点 Q运动过的路程为 CB+BQ=6，所以点 Q的运动速度 k等于
2
346  .

图 4-3-4-6 图 4-3-4-7

3.最后考虑以 AP为腰、以∠P为顶角的等腰三角形.因为平行线段 BC与 AD之间的距

离等于
5
24

，大于 4，所以点 Q只可能出现在线段 AB上.如图 4-3-4-7所示，当点 Q在线段

AB上且 AP=PQ时，过点 P作 PM⊥AB于 M，则 AM=MQ，过点 D作 DN⊥AB于点 N，则

5
24

 BEDN ，且 PM//DN，如图 4-3-4-8所示，所以有
AD
AP

DN
MP

 ，由 AP=4、AD=5，

解得：
25
96

PN .

图 4-3-4-8
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设 AQ=x，则
2
xAM  ，在 Rt△AMP中，由 222 MPAMAP  ，即

2

22
2

25
96

4
4 

x
，

解得：
25
56

x .所以点 Q的运动速度 k等于
50
974)

25
5610(  .

综上所述，当 t=4时，若△APQ绕它的一条边翻折后能够组成菱形，则
10
11

k 或
2
3

k

或
50
97

k .

简要评注

此题利用折叠的性质转化问题，将菱形的存在性问题转化为△APQ为等腰三角形的存在

性问题.在讨论△APQ为等腰三角形时，应根据腰和底的不同分三种情况讨论.



52

巩固练习（三）

练习 4-3-1：如下图（左），在平面直角坐标系中，有一张矩形纸片 OABC，已知 O(0，

0)，A(4，0)，C(0，3)，点 P是 OA边上的动点(与点 O、A不重合)．现将△PAB沿 PB翻折，

得到△PDB；再在 OC边上选取适当的点 E，将△POE沿 PE翻折，得到△PFE，并使直线 PD、

PF重合．

（1）设 P(x，0)，E(0，y)，求 y关于 x的函数关系式，并求 y的最大值；

（2）如下图（右），若翻折后点 D落在 BC边上，求过点 P、B、E的抛物线的函数关

系式；

（3）在(2)的情况下，在该抛物线上是否存在点 Q，使△PEQ是以 PE为直角边的直角

三角形？若不存在，说明理由；若存在，求出点 Q的坐标．

练习 4-3-2：已知：矩形纸片 ABCD中， 26AB  厘米， 18.5BC  厘米，点 E在 AD

上，且 6AE  厘米，点 P是 AB边上一动点．按如下操作：

步骤一，折叠纸片，使点 P与点 E重合，展开纸片得折痕MN，如下图（左）所示；

步骤二，过点 P作 PT AB⊥ ，交MN所在的直线于点Q，连接QE（如图 4-4-26②所

示）

（1）无论点 P在 AB边上任何位置，都有 PQ QE（填“ ”、“  ”、“ ”号）；

（2）如下图（中）所示所示，将纸片 ABCD放在直角坐标系中，按上述步骤一、二进

行操作：

①当点 P在 A点时，PT 与MN 交于点 1 1Q Q， 点的坐标是（ ， ）；

② 当 6PA  厘 米 时 ， PT 与 MN 交 于 点 2 2Q Q， 点 的 坐 标 是

（ ， ）；
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③当 12PA  厘米时，在下图（右）所示中画出MN PT， （不要求写画法），并

求出MN 与 PT 的交点 3Q 的坐标；

（3）点P在运动过程，PT 与MN 形成一系列的交点 1 2 3Q Q Q， ， ，…观察、猜想：

众多的交点形成的图象是什么？并直接写出该图象的函数表达式．

练习 4-3-3：如下图①所示，矩形 ABCD中，AB = 8，BC = 10，点 P在矩形的边 DC上

由 D向 C运动．沿直线 AP翻折△ADP，形成如下四种情形．设 DP = x，△ADP和矩形重叠

部分（阴影）的面积为 y．

（1）如下图④，当点 P运动到与 C重合时，求重叠部分的面积 y；

（2）如下图②，当点 P运动到何处时，翻折△ADP后，点 D恰好落在 BC边上？这时

重叠部分的面积 y等于多少？

（3）阅读材料：已知锐角  2tan,45 是角 2 的正切值，它可以用角 的正切

值 tan 来表示，即： 2)(tan1
tan22tan





 （  45 ）．

根据上述阅读材料，求出用 x表示 y的解析式，并指出 x的取值范围．（提示：在下图

③中可设∠DAP = ）

1 ②
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③ ④
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本节小结

图形折叠问题实质是对称问题的应用.在处理图形折叠问题中，关键是抓住下面两点：

①折叠前后对应的边相等，对应的角相等；②折叠前后对应顶点之间的线段被折痕垂直平分.

另外折叠问题通常与勾股定理、全等三角形、相似三角形等知识相结合，解答时注意这些知

识的运用.
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第五章 计算推理问题

图形运动中的计算推理问题主要是研究图形的位置发生变化后，之前的结论是否仍然成

立，然后要求给出推论的依据，或者通过计算，或者通过推导进行数学上的证明过程.这类

问题考查的知识点较多，不仅考查了学生的基础知识，而且还考查了学生的创新能力、数形

结合能力、分类讨论能力和探索问题的能力.解决这类问题的关键是抓住图形运动过程中的

数据特征和不变关系.
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第一节 几何证明

1．与动点有关的代数式为定值问题

例 5-1-1. 如图 5-1-1-1，扇形 OAB的半径 OA=3，圆心角∠AOB=90°，点 C是弧 AB上异于

A、B的动点，过点 C作 CD⊥OA于点 D，作 CE⊥OB于点 E，连结 DE，点 G、H在线段

DE上，且 DG=GH=HE

（1）求证：四边形 OGCH是平行四边形

（2）当点 C在弧 AB上运动时，在 CD、CG、DG中，是否存在长度不变的线段？若

存在，请求出该线段的长度

（3）求证： 2 23CD CH 是定值.

图 5-1-1-1

一、证明四边形 OGCH是平行四边形

（一）动感体验

打开文件“例 5-1-1.dmr”，如图 5-1-1-1所示，拖动点 C，观察四边形 OGCH的形状的变

化规律.

（二）思路点拨

若四边形 OGCH的对角线互相平分，那么四边形 OGCH即为平行四边形.

（三）动态解析

连接 OC交 DE于点 F，如图 5-1-1-2所示.因为∠EOD=∠OEC=∠ODC=90°，所以四边

形 ODCE是矩形，因此有 OF=FC、EF=FD，又因为 EH=GD，所以 HF=FG，那么在四边形

OGCH中两条对角线 OC和 HG相互平分，所以四边形 OGCH是平行四边形.
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图 5-1-1-2

二、判断线段 CD、CG、DG的长度是否不变

（一）动感体验

进入下一页，拖动点 C，观察线段 CD、CG、DG的长度是否可能会发生变化？哪些线

段是最容易判断的？如图 5-1-1-3、图 5-1-1-4所示.

图 5-1-1-3 图 5-1-1-4

（二）思路点拨

因为 OC长度不变，根据矩形的对角线相等得到 DE的长度不变，从而说明 DG的

长度不变.

（三）动态解析

因为四边形 ODCE是矩形，所以其对角线相等，即 DE=OC=3，又因为 DEDG
3
1

 ，

所以 DG=1，为定值.

而线段 CD的长度与点 CD的位置有关，等于点 C的纵坐标，所以它是随点 C的位置

变化而变化的.

另外，在平行四边形 OGCH中，CG=OH.当点 C与点 A重合时，如图 5-1-1-5所示，可

见 OAOH
3
1

 ；当点 C与点 B重合时，如图 5-1-1-6所示，可见 OBOH
3
2

 .因此 OH的

长度不可能固定不变.事实上，进入下一页，拖动点 CC，结果如图 5-1-1-7 所示，即可观察
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到点 H所经过的路径，你认为它是什么形状的图形呢？

图 5-1-1-5 图 5-1-1-6 图 5-1-1-7

三、证明 2 23CD CH 是定值

（一）思路点拨

我们容易想到的是 22 CECD  是一个定值，等于扇形半径的平方.因此，关键是将

23CH 转化成为与 2CE 相关的表达式

（二）动态解析

过点 H作 HK⊥CE于点 K，如图 5-1-1-8所示.又因为 CD⊥CE，所以 HK//CD，所以有

3
1


ED
EH

EC
EK

CD
HK

，即： CDHK
3
1

 、 ECEK
3
1

 .

图 5-1-1-8

在 Rt△CHK中，有 222 CKHKCH  ，即
222

9
4

9
1 ECCDCH  ，那么：

12
3
4)(

3
4

3
4

3
13 22222222  OCECCDECCDCDCHCD ，所以说

2 23CD CH 是定值.

（三）简要评注

点 C在运动过程中，利用矩形对角线的性质，找到不变的关系是 DE=OC，这是解决问

题的关键. 2 23CD CH 为定值，即 2CH 为定值，从式子 2 23CD CH 形式上可看出求 2CH
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应考虑勾股定理，所以通过做垂线利用相似求解即可.
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2．与动点有关的比值之和为定值问题

例 5-1-2. 已知：抛物线 y=ax2＋bx＋c（a≠0），顶点 C（1，－3），与 x轴交于 A、B两点，A

（－1，0）.

（1）求这条抛物线的解析式.

（2）如图 5-1-2-1，以 AB为直径作圆，与抛物线交于点 D，与抛物线对称轴交于点 E，

依次连接 A、D、B、E，点 P为线段 AB上一个动点（P与 A、B两点不重合），过点 P作

PM⊥AE于 M，PN⊥DB于 N，请判断
AD
PN

BE
PM

 是否为定值？若是，请求出此定值；若

不是，请说明理由.

（3）在（2）的条件下，若点 S是线段 EP上一点，过点 S作 FG⊥EP，FG分别与边

AE、BE相交于点 F，G（F与 A、E不重合，G与 E、B不重合），请判断
EG
EF

PB
PA

 是否

成立.若成立，请给出证明；若不成立，请说明理由.

图 5-1-2-1

一、求抛物线解析式

此题为常规题，利用待定系数法可求出抛物线解析式，由于已知条件给出顶点坐标，所

以用顶点式设抛物线解析式.设抛物线的解析式为 y=a（x－1）2－3 ，将 A（－1，0）代入：

0= a（－1－1）2－3，解得 a=
4
3
，所以，抛物线的解析式为 y=

4
3
（x－1）2－3，即 y=

4
3
x2

－
2
3
x－

4
9
.
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二、判断 AD
PN

BE
PM

 是否为定值

（一）思路点拨

由△APM∽△ABE，△BPN∽△BAD 得
AB
AP

BE
PM

 ，
AB
PB

AD
PN

 ，进一步可求得

AD
PN

BE
PM

 的值.

（二）动态解析

因为 AB为直径，所以∠AEB=90°，又因为 PM⊥AE，所以 MP//BE，那么有
AB
AP

BE
PM

 ，

同理可得：
AB
PB

AD
PN

 ，所以 1


AB
PBAP

AD
PN

BE
PM

.

三、判断 EG
EF

PB
PA

 是否成立

（一）思路点拨

图 5-1-2-2

前面已经知道
ME
MA

PB
PA

 .

因为∠MEP+∠SEG=∠FGE+∠SEG=90°，所以∠MEP=∠FGE，所以 Rt△EMP∽

Rt△GEF，所以有
ME
MP

EG
EF

 .

若
EG
EF

PB
PA

 成立，则有
ME
MP

ME
MA

 ，即 MA=MP成立.事实上 MA=MP是成立的，因

为
BE
AE

MP
MA

 ，而点 E是抛物线的对称轴上的点，因此有 AE=BE，所以有 MA=MP.

因此
EG
EF

PB
PA

 成立.

（二）动态解析
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打开文件“例 5-1-2.dmr”，如图 5-1-2-2所示，考虑到
PB
PA

为两条线段的比，因此考虑构

造相似三角形，过点 P作 PH⊥BE于 H，如图 5-1-10所示，所以△APM∽△PBH，观察图形

发现四边形 PHEM 是矩形，所以
ME
PM

PH
PM

PB
PA

 ，又因为△MEP∽△EGF，所以

EG
EF

ME
PM

 ，所以得到
EG
EF

PB
PA

 .

（三）简要评注

本题要求的问题都是与两条线段的比有关，所以应考虑图中的相似三角形或根据线段的

比构造相似三角形，将线段的比转化，从而解决问题.
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3．由特殊角到一般角的结论拓展问题

例 5-1-3. 我们知道：有两条边相等的三角形叫做等腰三角形.类似地，我们定义：至少有

一组对边相等的四边形叫做等对边四边形.

（1）请写出一个你学过的特殊四边形中是等对边四边形的图形的名称；

（2）如图 5-1-3-1，在△ABC中，点 D、E分别在 AB、AC上，设 CD、 BE相交于点 O，

若∠A=60°，∠DCB=∠EBC=
1
2

A ，请你写出图中一个与∠A相等的角，并猜想图

中哪个四边形是等对边四边形；

（3）在△ABC中，如果∠A是不等于 60°的锐角，点 D、E分别在 AB、AC上，且∠DCB=

∠EBC=
1
2

A .探究：满足上述条件的图形中是否存在等对边四边形，并证明你的结论.

图 5-1-3-1

一、属于等对边四边形的特殊四边形

平行四边形、矩形、菱形、正方形、等腰梯形.

二、当∠A=60°时，找图形中的等对边四边形

因为  30
2
1 AEBCDCB ，所以  60ADOBEOC .

在 OE上截取 OD′=OD，连接 CD′，如图 5-1-3-2 所示.因为∠D′OC=∠DOB、OC=OB，

所以△OD′C≌△ODB，所以 CD′=BD、∠OCD′=∠OBD.
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图 5-1-3-2

因为∠BEC是△ABE的外角，所以∠BEC=∠A+∠ABE.因为∠ED′C是△OCD′的外角，

所以∠ED′C=∠COD′+∠OCD′.又因为∠COD′=∠A，所以∠BEC=∠ED′C，所以 CD′=EC，

即 BD=EC.因此四边形 BCED是等对边四边形.

【动感体验】

打开文件“例 5-1-3.dmr”，如图 5-1-3-3 所示，任意拖动点 B，可以改变△ABC的形状和

性质，但无论图形如何变化总有 BD=EC成立.

图 5-1-3-3

找∠A的等角，证明△CD’E为等腰三角形.因为∠DOB=∠EOC=∠A，所以四边形 BCED

是等对边四边形.

三、∠A≠60°时，找图形中的等对边四边形

（一）思路点拨
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图 5-1-3-4

如图 5-1-3-4，在 OE上截取 OD′=OD，构造与△DBO全等的△D′OC，只需要证明 BE=BD′

即可.

（二）动态解析

因为 AEBCDCB 
2
1

，所以 ACOD  ' .下面的证明过程与前面是相同的：

因为∠BEC是△ABE的外角，所以∠BEC=∠A+∠ABE.因为∠ED′C是△OCD′的外角，

所以∠ED′C=∠COD′+∠OCD′.又因为∠COD′=∠A，所以∠BEC=∠ED′C，所以 CD′=EC，

即 BD=EC.因此四边形 BCED是等对边四边形.

（三）动感体验

进入第二页，如图 5-1-3-5 所示，任意拖动点 B或者点 C任意改变△ABC的形状与性

质，但 AEBCDCB 
2
1

的性质始终保持不变，观察线段 BD与 CE的长度之间的

关系.

图 5-1-3-5

（四）简要评注

此题在证明等对边四边形时，利用图形特点构造全等三角形，将 BD转化为 C D′，将证

BD=CE的问题转化为证等腰△CE D′的问题.而问题（3）的解决利用通过对特殊图形的猜想、
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论证，为一般情况的判断提供方法和依据，体现了数学中特殊到一般的思想.
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4．线段的倒数之和为定值的问题

例 5-1-4. 如图 5-1-4-1，在平面直角坐标系中， ABC△ 的边 AB在 x轴上，且OA OB ，

以 AB为直径的圆过点C．若点C的坐标为 (0 2)， ， 5AB  ，A、B两点的横坐标 Ax ， Bx 是

关于 x的方程 2 ( 2) 1 0x m x n     的两根．

（1）求m、 n的值；

（2）若 ACB 平分线所在的直线 l交 x轴于点D，试求直线 l对应的一次函数解析式；

（3）过点D任作一直线 l分别交射线CA、CB（点C除外）于点M 、N ．则
1 1
CM CN



是否为定值？若是，求出该定值；若不是，请说明理由．

图 5-1-4-1

一、求 m、n的值

如图 5-1-4-1所示，因为∠ACB是直径 AB对的圆周角，所以 AC⊥BC，又因为 CO⊥AB，

所以由射影定理可得 42  BOAOCO ，又因为 5 BOAO 从而求得 AO=4，BO=1，

所以 4 1A Bx x  ， ，利用根与系数的关系可求得 5m   ， 3n   .

二、求直线 l的解析式

因为 l过点 C（0，2），因此可设直线 l的解析式为 2 kxy .

作直线 l与圆弧 AB交于点 G，如图 5-1-4-2 所示，因为直线 l是圆弧 AB所对的圆周角

∠ACB的平分线，所以点 G是圆弧 AB的中点，又因为∠AGB=90°，所以△ABG是等腰直角
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三角形.过点 G作 GP⊥AB于点 P，则
2
5

2
1

 ABPGAP ，所以点 G的坐标为（
2
3

 ，

2
5

 ）.

图 5-1-4-2

将
2
3

x 、
2
5

y 带入 2 kxy 得： 3k ，所以直线 l的解析式为： 3 2y x  .

三、判断
1 1
CM CN

 是否为定值

（一）动感体验

打开文件“例 5-1-4.dmr”，如图 5-1-4-3所示,当改变 l’的斜率值，可发现
1 1
CM CN

 值不

变.

（二）思路点拨

因为
CNCM
CNCM

CNCM 



11

，而 CNCM  正与 Rt△MNC的面积直接相关，其中 CM、

CN也可以看作是将三角形 MNC分为△DCM和△DCN后计算面积过程中涉及到的底边.

（三）动态解析

其实由 l的解析式 23  xy 可知点 D的坐标为（
3
2

 ，0），从而可计算 CD的长度为

10
3
2

.

过点 D分别向 AC、AB作垂足 E、F，如图 5-1-4-3 所示，那么四边形 CEDF是矩形，

又因 为直 线 CD 平分 ∠ ACB，因 此 DE=DF，所 以矩 形 CEDF 是正 方形 ，因此
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3
52

2


CDDFDE .

图 5-1-4-3

由 于 DCNDCMMNC SSS △△△  ， 即 DFCNDECMCNCM 
2
1

2
1

2
1

， 将

3
52

 DFDE 代 入 整 理 得 ：
3
52




CNCM
CNCM

， 所 以

10
53

3
52

111






CNCM
CNCM

CNCM .

（三）简要评注

证明
1 1
CM CN

 为定值时，对所要证明结论的等价变形
CNCM
CNCM

CNCM 



11

，而

CNCM  可用△CMN的面积表示，从而找到解决问题的方法.这种对所求结论作等价变形，

找寻解题思路的方法是我们分析问题时常采用的一种重要方法.
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5．与旋转有关的等式恒成立问题

例 5-1-5. 如图 5-1-5-1，在同一平面内，将两个全等的等腰直角三角形 ABC和 AFG摆放在

一起，A为公共顶点，∠BAC=∠AGF=90°，它们的斜边长为 2，若∆ABC固定不动，∆AFG

绕点 A旋转，AF、AG与边 BC的交点分别为 D、E(点 D不与点 B重合，点 E不与点 C重

合)，设 BE=m，CD=n.

（1）请在图中找出两对相似而不全等的三角形，并选取其中一对进行证明.

（2）求 m与 n的函数关系式，直接写出自变量 n的取值范围.

（3）以∆ABC的斜边 BC所在的直线为 x轴，BC边上的高所在的直线为 y轴，建立平

面直角坐标系(如图 5-1-5-2).在边 BC上找一点 D，使 BD=CE，求出 D点的坐标，并通过计

算验证 BD 2 ＋CE 2 =DE 2 .

（4）在旋转过程中，(3)中的等量关系 BD 2 ＋CE 2 =DE 2 是否始终成立，若成立，请证

明，若不成立，请说明理.

图 5-1-5-1 图 5-1-5-2

一、找相似三角形并证明

（一）动感体验

由于∠ABC=∠ACB=∠FAG=45°，因此只需要研究具有 45°角的三角形即可找到相似三

角形.打开文件“例 5-1-5.dmr”，如图 5-1-5-1所示，拖动点 F，观察可能哪一组三角形为相似

图形.

（二）动态解析

因为∠ABE=∠DAE=45°、∠AEB=∠DEA，所以△ABE∽△DAE.同理，△DAE∽△DCA.

二、求 m与 n的函数关系式
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因为△ABE∽△DAE 所以有
AE
AD

BE
AB

 ；同理，由△DAE∽△DCA得：
AC
CD

AE
AD

 ，

所以有：
AC
CD

BE
AB

 ，即
2

2 n
m

 ，所以有 2mn ，即
n

m 2
 .

当点 C与点 E重合时，CD=n有最小值 1，如图 5-1-5-3 所示；当点 D与点 B重合时，

CD=n有最大值 2，如图 5-1-5-4所示.所以 n的取值范围为 1＜n＜2.

图 5-1-5-3 图 5-1-5-4

三、确定满足条件的点 D

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 5-1-5-5 所示，拖动点 F，研究当 BE=CD时，等

腰三角形 AFG应该所处的位置.点击动画按钮，点 F运动到是的 BD=CE的位置.

图 5-1-5-5

（二）思路点拨

利用问题（2）的结论求出 BD、CE、DE的长.

（三）动态解析

当 BD=CE时，因为 AB=AC、∠ABD=∠ACE，所以△ABD≌△ACE，因此有 AD=AE，
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所以△ADE是等腰三角形，如图 5-1-5-6所示，则点 O是线段 DE的中点.

图 5-1-5-6

设 OD=OE=x，则 BE=CD=1+x.由 2CDBE  ，即 2(1 ) 2x  解得： 2 1x   ，所

以点 D的坐标为（ 21 ，0）.

其中， )223(4)x1(2CEBD 222  ， )223(4)2x(DE 22  ，所以 BD 2

＋CE 2 =DE 2 成立.

四、判断旋转过程中 BD 2＋CE 2 =DE 2是否始终成立

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第三页，如图 5-1-5-7所示，拖动点 F，观察是否仍然有 BD 2

＋CE 2 =DE 2 成立.

图 5-1-5-7

（二）动态解析

将 BD、CE分别用 DE表示，从等式的左边往右边推导.
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2

2

2

22

2222

4)2(4
2)()2(48

)(48
)2()2(

DE
DEDE

BECDBECDDE
BECDBECD

BECDCEBD











因此在旋转过程中 BD 2 ＋CE 2 =DE 2 始终成立.

（三）简要评注

证明恒等式常采用两种方法：一种利用利用图形中线段之间的关系，用字母表示待证等

式中线段的长，通过代数计算证明；另一种，利用几何图形的特点，往往通过相似三角形、

全等三角形、直角三角形等得到线段与线段的关系，从而将待证等式中的线段进行转化，达

到证明的目的.
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6．探索结论成立时角度所满足的条件

例 5-1-6. 如图 5-1-6-1，∠ABM为直角，点 C为线段 BA的中点，点 D是射线 BM上的一个

动点（不与点 B重合），连结 AD，作 BE⊥AD，垂足为 E，连结 CE，过点 E作 EF⊥CE，

交 BD于 F．

（1）求证：BF=FD ；

（2）∠A在什么范围内变化时，四边形 ACFE是梯形，并说明理由；

（3）∠A在什么范围内变化时，线段 DE上存在点 G，满足条件 DADG
4
1

 ，并说明

理由．

图 5-1-6-1

一、证明 BF=FD

由于点 C是 Rt△ABE的斜边 AB上的中点，所以 AC=BC=CE，所以∠CAE=∠CEA.

因为∠ADB+∠BAD=90°，∠FED+∠CEA=90°，所以∠FDE=∠FED，所以△FED是等

腰三角形，所以 EF=FD.

又因为∠EBF+∠FDE=90°，∠BEF+∠FED=90°，所以∠EBF=∠FEB，所以△FEB是等

腰三角形，所以 EF=BF，所以 BF=FD.

二、四边形 ACFE是梯形时，∠A的范围

（一）动感体验

由于点 F是 BD的中点，因此 CF//AD，所以当 AC与 EF不平行时，四边形 ACFE就是

梯形.打开文件“例 5-1-6.dmr”，拖动点 D，研究当 AC与 EF平行时点 D应满足的条件，从

而求出对应∠A的值.

（二）动态解析
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因为有 CF∥AD，所以当 AC与 EF不平行时，四边形 ACFE即为梯形，如图 5-1-27 所

示.

若 AC∥EF，如图 5-1-6-2所示，则∠FEB=∠EBA，又因为∠EBA+∠EBF=90°、∠FEB=

∠EBF，所以∠EBA=∠EBF=∠BEF=45°，所以∠A=45°.

而在点 D在射线 BM上运动的过程中，∠A始终为锐角，所以要使四边形 ACFE为梯形，

∠A满足的条件为 0°＜∠A＜90°且∠A≠45°.

图 5-1-6-2

三、当 DADG
4
1

 时，∠A的范围

（一）动感体验

单击“下一页“按钮，进入第二页，如图 5-1-6-3所示，点 G是线段 DA上的点，并且满

足 DADG
4
1

 ，拖动点 D，研究点 G在线段 DE上时∠A应满足的条件.

图 5-1-6-3

（二）思路点拨

若在线段 DE上存在点 G，满足 DADG
4
1

 ，则需要
4
1

DA
DE

 .

（三）动态解析

当
4
1

DA
DE

 时，如图 5-1-6-4所示，则有 1:3DE:AE  .



77

图 5-1-6-4

可设DE=a，则AE=3a.由于Rt△ABE∽Rt△BDE，所以有：
ED
BE

BE
AE

 ，可解得： a3BE  ，

所以在 Rt△ABE中
3
3

AE
BEAtan  ，所以∠A的值为 30°.

因此当 30°≤∠A≤90°时，在 DE上存在点 G，满足条件 DADG
4
1

 .

（四）简要评注

此题属于条件探索问题，这类试题的结论是已知的， 需要探索的是使结论成立的所具

备的条件， 解决此类问题一般采用“执果索因”的方式， 一步一步寻根求源， 从而得出正

确的答案.
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7．与三角形的费尔马点有关恒等式问题

例 5-1-7. 若 P为△ABC所在平面上一点，且∠APB=∠BPC=∠CPA=120°，则点 P叫做△ABC

的费马点.

（1）若点O为锐角△ABC的费马点，且∠ABC=60°，PA=3，PC=4，则 PB的值为________；

（2）如图 5-1-7-1，在锐角△ABC外侧作等边△ACB′，连结 BB′.

求证：BB′过△ABC的费马点 P，且 BB′=PA+PB+PC.

图 5-1-7-1

一、求 PB的值

（一）动感体验

打开文件“例 5-1-7.dmr”，如图 5-1-7-2所示，点 P是△ABC的费马点，有∠APB=∠BPC=

∠CPA=120°且∠ABC=60°，PA=3，PC=4.

图 5-1-7-2

（二）思路点拨

因为 PA、PB、PC是不同的三角形的边，因此需要构造相似三角形将 PA、PB和 PC关

联在一起.
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（三）动态解析

因为∠BPC=∠APB=120°，所以∠PAB+∠PBA=60°，又因为∠PAB+∠PBC=∠ABC=60°，

如图 5-1-7-3 所示，所以∠PAB=∠PBC，所以△PAB∽△PBC，所以有
PC
PB

PB
PA

 .由 3PA 、

4PC ，解得： 32PB .

图 5-1-7-3

二、说明 BB′过△ABC的费马点 P，且 BB′=PA+PB+PC

（一）动态体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 5-1-7-4 所示，此时 A、B、C点都可以任意拖

动，但始终有∠APB=∠BPC=∠CPA=120°，拖动 A、B、C，我们发现始终有∠BPA=120°，

∠AP’B=60°，所以 BB′过△ABC的费马点 P.

（二）思路点拨

因为∠BPA=120°，因此只要证明∠APB′=60°，即可证明点 B、点 P和点 B′三点共线，

即 BB′过△ABC的费马点 P.

然后在 PB′上截取一段使得它等于 PA或 PC，然后证明剩下的一段等于 PC或 PA即可.

（二）动态解析

因为∠APC=120°、∠AB′C=60°，所以点 A、点 P、点 C和点 B′四点共圆，因此有∠PAC=

∠PB′C，又因为△ACB′是等边三角形，每个内角均为 60°，所以：

∠PAC+∠CAB′+∠AB′P=∠PB′C+60°+∠AB′P=120°，所以∠APB′=60°，因此∠BPB′为平

角，所以说 BB′过△ABC的费马点 P.

在 PB′上截取一段 PE使得 PE=PA，连接 AE，如图 5-1-7-4 所示.那么△APE是等边三角

形，则 AP=AE，又由∠PCA=∠EB′A、AC=AB′知△APC≌△AEB′，所以 PC=EB′，因此有：

BB′=PA+PB+PC.
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图 5-1-7-4

（三）简要评注

此题证明 BB′过△ABC的费马点 P，即证明点在直线上，通常可将此类问题转化为在直

线上找满足条件的点.而证明 BB′=PA+PB+PC常采用截长补短法，即在 PB′上截取 PE=PC，

问题转化为证 PA=B′E，此方法也是证明线段和差关系的常用方法.
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巩固练习(一)

练习 5-1-1：如下图，在梯形 ABCD 中， AD BC∥ ， 6cmAD  ， 4cmCD  ，

10cmBC BD  ，点 P由 B出发沿 BD方向匀速运动，速度为 1cm/s；同时，线段 EF由

DC出发沿 DA方向匀速运动，速度为 1cm/s，交 BD于 Q，连接 PE．若设运动时间为 t（s）

（0 5t  ）．解答下列问题：

（1）当 t为何值时， PE AB∥ ？

（2）设 PEQ△ 的面积为 y（cm2），求 y与 t之间的函数关系式；

（3）是否存在某一时刻 t，使
2
25PEQ BCDS S△ △ ？若存在，求出此时 t的值；若不存

在，说明理由．

（4）连接 PF ，在上述运动过程中，五边形 PFCDE的面积是否发生变化？说明理由．

练习 5-1-2：如下图(左)，在平面直角坐标系中，矩形 AOBC在第一象限内，E是边 OB

上的动点（不包括端点），作∠AEF = 90，使 EF交矩形的外角平分线 BF于点 F，设 C（m，

n）．.参数点的范围可否是 0到 m

（1）若 m = n时，如下图(中)，求证：EF = AE；

（2）若 m≠n时，如下图(右)，试问边 OB上是否还存在点 E，使得 EF = AE？若存在，

请求出点 E的坐标；若不存在，请说明理由．

（3）若 m = tn（t＞1）时，试探究点 E在边 OB的何处时，使得 EF =（t + 1）AE成立？

并求出点 E的坐标.
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练习 5-1-3：小丽参加数学兴趣小组活动，提供了下面 3个有联系的问题，请你帮助解

决：

（1）如下图(左)，正方形 ABCD中，作 AE交 BC于 E，DF AE 交 AB于 F ，求

证： AE DF ；

（2）如下图(中)，正方形 ABCD中，点 E F， 分别在 AD BC， 上，点G H， 分别在

AB CD， 上，且 EF GH ，求
EF
GH

的值；

（3）如下图(右)，矩形 ABCD中，AB a ，BC b ，点 E F， 分别在 AD BC， 上，

且 EF GH ，求
EF
GH

的值．

练习 5-1-4：如下图，已知 ABC 为直角三角形， 90ACB  ， AC BC ，点 A、

C在 x轴上，点 B坐标为（3，m）（ 0m  ），线段 AB与 y轴相交于点D，以 P（1，0）

为顶点的抛物线过点 B、D．

（1）求点 A的坐标（用m表示）；

（2）求抛物线的解析式；

（3）设点Q为抛物线上点 P至点 B之间的一动点，连结 PQ并延长交 BC于点 E，连

结 BQ并延长交 AC于点 F ，试证明： ( )FC AC EC 为定值．
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练习 5-1-5：已知：等边 ABC△ 的边长为 a．

探究（1）：如下图(左)，过等边 ABC△ 的顶点 A B C、 、 依次作 AB BC CA、 、 的垂

线围成 MNG△ ，求证： MNG△ 是等边三角形且． 3MN a ；

探 究 (2) ： 在 等 边 ABC△ 内 取 一 点 O ， 过 点 O 分 别 作

OD AB OE BC OF CA  、 、 ，垂足分别为点D E F、 、 ．

1）如下图(中)，若点O是 ABC△ 的重心，我们可利用三角形面积公式及等边三角

形性质得到两个正确结论（不必证明）：结论 1． 3
2

OD OE OF a   ；结论

2．
3
2

AD BE CF a   ；

2）如下图(右)，若点O是等边 ABC△ 内任意一点，则上述结论1 2、是否仍然成立？

如果成立，请给予证明；如果不成立，请说明理由．

图 5-1-38① 图 5-1-38② 图 5-1-38③
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练习 5-1-6：在等边△ABC中，点 D为 AC上一点，连结 BD，直线 l与 AB、BD、BC分

别相交于点 E、P、F，且∠BPF=60°．

（1）如下图（左），写出图中所有与△BPF相似的三角形，并选择其中一对给予证明；

（2）若直线 l向右平移到下图（中）、下图（右）的位置时（其它条件不变），（1）

中的结论是否仍然成立？若成立，请写出来（不证明），若不成立，请说明理由；

（3）探究：如下图（左），当 BD满足什么条件时（其它条件不变）， PEPF
2
1

 ？

请写出探究结果，并说明理由．

（说明：结论中不得含有未标识的字母）

练习 5-1-7：已知：如下图（左），在直角坐标系中，⊙ 'O 经过坐标原点，分别与 x轴

正半轴、y轴正半轴交于点 A、B．

（1）若点 O到直线 AB的距离为
5
12

，且 tan∠OBA＝
4
3
，求线段 AB的长；

（2）若点 O到直线 AB的距离为
5
12

，过点 A的切线与 y轴交于点 C，过点 O的切线

交 AC于点 D，过点 B的切线交 OD于点 E，求
BECD
11

 的值；

（3）如下图（右），若⊙ 'O 经过点 M（2，2），设△BOA的内切圆的直径为 d，试判

断 d＋AB的值是否会发生变化，若不变，求出其值；若变化，求其变化的范围．
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练习 5-1-8：如下图，直线 AM∥BN，AE、BE分别平分∠MAB、∠NBA.

（1）∠AEB的度数为_______，并证明你的结论；

（2）过点 E任作一条线段 CD，使 CD交直线 AM于点 D，交直线 BN于点 C，线段

AD、BC、AB三者之间有何数量关系？证明你的结论.
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本节小结

图形运动产生的几何证明问题往往是以运动观点探索图形中的变化规律，在几何图形的

运动中，伴随着出现一定的图形位置、数量关系的“变”与“不变”性，解决此类题的关键是要

把握图形运动与变化的全过程，抓住其中的等量关系和变量关系.从运动变化得图形的特殊

位置，进而探索出一般的结论或者从中获得解题启示，这种由特殊到一般的思想对我们解决

运动变化问题是极为重要的.



87

第二节 代数计算

1．与双曲线有关的代数运算问题

例 5-2-1. 如图 5-2-1-1，已知双曲线
x
ky  与直线 xy

4
1

 相交于 A、B两点．第一象限上的

点 M（m，n）（在 A点左侧）是双曲线
x
ky  上的动点．过点 B作 BD∥y轴交 x轴于点 D．过

N（0，－n）作 NC∥x轴交双曲线
x
ky  于点 E，交 BD于点 C．

（1）若点 D坐标是（－8，0），求 A、B两点坐标及 k的值．

（2）若 B是 CD的中点，四边形 OBCE的面积为 4，求直线 CM的解析式．

（3）设直线 AM、BM分别与 y轴相交于 P、Q两点，且 MA=pMP，MB=qMQ，求 p－

q的值．

图 5-2-1-1

一、求 A、B点坐标及 k值

通过点 D坐标知道点 B的横坐标为 x=-8，通过 xy
4
1

 求得点 B的坐标为（－8，－2），

A、B两点关于原点对称，所以点 A的坐标为（8，2），将点 A坐标代入
x
ky  ，求出 k=16.

二、求直线 CM的解析式

不妨设 k＞0，因为点 B在双曲线
x
ky  上，所以有 kyxS BBOBD 2

1||||
2
1

△ ，同

理 可 知 kS OEN 2
1

△ ， 如 图 5-2-1-2 所 示 . 因 为 点 B 是 CD 的 中 点 ， 所 以
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| | | 2 | 2B BCNODS x y k  四边形 ， 由 四 边 形 OBCE 的 面 积 等 于 2 ， 即

4OBC OENCNODS S S k   △ △四边形 ，所以双曲线的解析式为
x

y 4
 .

图 5-2-1-2

由
x

y 4
 和可解得点 B的坐标为（-4，-1），所以点 C的坐标为（-4，-2），所以点 N的

坐标为（0，-2），所以点 M的纵坐标为 2，将 y=2带入
x

y 4
 得：x=2，所以点 M的坐标为

（2，2），由点 C和点 M的坐标求出直线 CM的解析式为
3
2

3
2

 xy .

三、求 p-q的值

（一）动感体验

打开文件“例 5-2-1.dmr”第三页，如图 5-2-1-3 所示，通过拖动变量尺可以改变 k的值

或通过按钮设置它的值，从而改变双曲线的位置，拖动点M，此时 p、q值在变化，观察 p-q

的值.

（二）思路点拨

可化为
MP
MAp  、

MQ
MBq  的形式，因此需要构造相似三角形进行计算.

根据 MA、MP以及 MB、MQ之间的位置关系，可以分别从点 M、点 A和点 B向 x轴

作垂线段，从而构造相似三角形.

（三）动态解析

如图 5-2-1-3 所示，点 R、点 S、点 T分别是点 M、点 A、点 B到 x轴的垂足.则 AS//MR//y

轴//BT，所以有：
OR
RS

MP
MA

 、
OR
TR

MQ
MB

 ，又因为 OROSRS  、 OROTTR  、

OSOT  ，所以：
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22)()(








OR
OR

OR
OROTOROSqp .

图 5-2-1-3

（四）简要评注

本题根据所求将条件 MA=pMP，MB=qMQ转化为
MP
MAp  ，

MQ
MBq  ，根据式子形式

确定解题思路——通过构造相似三角形进行计算，在表示线段的长时，借助字母表示所需线

段长，同时注意点 A和点 B的对称关系.
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2．与抛物线有关的线段比例问题

例 5-2-2. 已知抛物线 y=x2+mx-2m2(m≠0)．

（1）求证：该抛物线与 x轴有两个不同的交点；

（2）过点 P(0，n)作 x轴的垂线交该抛物线于点 A和点 B(点 A在点 P的左边)，是否存

在实数 m、n，使得 PA=2PB？若存在，则求出 m、n满足的条件；若不存在，请说明理由．

一、证明抛物线与 x轴有两个不同的交点

通过证明△＞0 判断交点的个数. △ 2 2 24 1 ( 2 ) 9m m m      ，因为 0m  所以

△ 0 ，所以该抛物线与 x轴有两个不同的交点.

二、求使 AP=2PB时，m、n满足的条件

（一）动感体验

打开文件“例 5-2-2.dmr”，如图 5-2-2-1所示，通过拖动变量尺可以改变 m和 n的值或通

过按钮设置它们的值，点 P可以被直接上下拖动.研究有哪些情况能够使得 PA=2PB，研究若

PA=2PB则 m、n应满足哪些条件.

图 5-2-2-1

（二）思路点拨

如图 5-2-2-2 所示，当 m＜0 时，抛物线的对称轴 0
2


my ，由于点 A和点 B到抛

物线的距离相等，那么 PA一定小于 BP.同样道理，m也不能等于 0，而只能大于 0.
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图 5-2-2-2

因为点 A在点 P的左侧，可以按照点 B在 y轴的左侧和点 B在 y轴的右侧两种情况进

行分类讨论.

（三）动态解析

设点 A（ 1x ， 1y ）、B( 2x ， 2y ），由

2 22y x mx m
y n

   



可得：









)2( 2
21

21

nmxx

mxx
.

当点 B在 y轴左侧时，如图 5-2-2-3所示，由 AP=2PB得 21 2xx  ，带入上面的方程得：









)2(2

3
22

2

2

nmx

mx
，将 2x 消去可得： 0920 2  nm .

图 5-2-2-3 图 5-2-2-4

当点 B在 y轴右侧时，如图 5-2-2-4所示，由 AP=2PB得 21 2xx  ，带入上面的方程得：









)2(2 22
2

2

nmx

mx
，将 2x 消去可得： 0n 且m为大于 0的任意实数.
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综上，当 PA=2PB时，m、n满足的条件为







0
0920 2

m
nm

或






0
0

m
n

.

（四）简要评注

m的取值决定着抛物线的对称轴，同时也决定着 A、B的位置，根据对称轴的正负性，

决定着点 A、B存在着两种情况，而解决问题的关键就是能画出两种情况的草图，根据草图，

利用对称性用 m、n表示点 A、P、B的坐标，由 AP=2PB得到关于 m、n的等式，从而解决

问题，本题的难点是坐标的表示.
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3．与两条抛物线有关的线段最值问题

例5-2-3. 如图5-2-3-1，抛物线
2

1
1 91
2 8

y ax ax P       
 

经过点 ， ，

2
2 1y ax ax  且与抛物线

相交于 A B， 两点．

（1）求 a值；

（2）如图5-2-3-2，设
2

1 1y ax ax    与 x轴分别交于M N， 两点（点M 在点N 的

左边），
2

2 1y ax ax   与 x 轴分别交于 E F， 两点（点 E 在点 F 的左边），观察

M N E F， ， ， 四点的坐标，写出一条正确的结论，并通过计算说明；

（3）设 A B， 两点的横坐标分别记为 A Bx x， ，若在 x 轴上有一动点 ( 0)Q x， ，且

A Bx x x≤ ≤ ，过Q作一条垂直于 x轴的直线，与两条抛物线分别交于C，D两点，试问当 x

为何值时，线段CD有最大值？其最大值为多少？

图5-2-3-1 图5-2-3-2

一、求a的值

此题为常规题，利用待定系数法即可求出a.

将 )
8
9,

2
1(P 代入 12  axaxy 中得： 1)

2
1()

2
1(

8
9 2  aa ，解得：

2
1

a .

二、根据点M、N、E、F的坐标写正确结论
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图5-2-3-3

（一）动感体验

打开文件“例 5-2-3.dmr”，如图 5-2-3-3所示，通过测量观察可以得出结论.

（二）思路点拨

根据两条抛物线的解析式可以看出两条抛物线之间存在以下关系：①开口大小相同而方

向相反；②对称轴关于y轴对称；③在y轴上的截距关于原点O对称；④顶点关于坐标原点对

称.

由此可知得到以下结论：OM=OF、OE=ON、ME=NF.

（三）动态解析

下面通过计算说明：

由（1）知
1
2

a  ，所以抛物线
2

1
1 1 1
2 2

y x x    ，
2

2
1 1 1
2 2

y x x   ．

当
21 1 1 0

2 2
x x    时，解得 1 2x   ， 2 1x  ．因为点M 在点 N 的左边，所以

1,2  NM xx ．

当
21 1 1 0

2 2
x x   时，解得 3 1x   ， 4 2x  ．因为点 E 在点 F 的左边，所以

2,1  FE xx .

很容易得到上述结论均成立.

三、求CD的最大值

（一）动感体验

打开文件“例 5-2-3.dmr”第二页，如图 5-2-3-4 所示，拖动点 Q，通过测量值观察点 Q的

坐标对 CD长度的影响.
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图 5-2-3-4

（二）思路点拨

用 C、D点的纵坐标表示 CD长，利用二次函数性质求 CD的最值.

（三）动态解析

因为 0
2
1
a ，所以抛物线 1y 开口向下，抛物线 2y 开口向上．根据题意，得

1 2CD y y  2 2 21 1 1 11 1 2
2 2 2 2
x x x x x               

   
.

因为 A Bx x x≤ ≤ ，所以当 0x  时，CD有最大值 2．

（四）简要评注

本题也是通过计算，得到 M、F、N、E的坐标，从而判定点M 与点 F 对称，点 N 与

点 E对称，再表示 CD的长时，也是通过计算点 C、D的纵坐标的差得到.
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4．判断翻折后的点是否落在抛物线上

例 5-2-4. 如图 5-2-4-1，直线 bxy 
3
3

经过点 B（ 3 ，2），且与 x轴交于点 A，将抛

物线
2

3
1 xy  沿 x轴作左右平移，记平移后的抛物线为 C，其顶点为 P.

（1）求∠BAO的度数；

（2）抛物线 C与 y轴交于点 E，与直线 AB交于两点，其中一个交点为 F，当线段 EF

∥x轴时，求平移后的抛物线 C对应的函数解析式；

（3）在抛物线
2

3
1 xy  平移的过程中，将△PAB沿直线 AB翻折得到△DAB，点 D能否

落在抛物线 C上？如能，求出此时抛物线 C的顶点 P的坐标；如不能，说明理由.

图 5-2-4-1

一、求∠BAO的度数

因为直线 bxy 
3
3

经过点 B（ 3 ，2），所以   b 3
3
32 ，解得 b=3，所

以直线解析式为 3
3
3

 xy ，那么直线与 x轴交点为 )0,33(A ，与 y轴的交点为（0，

3）.

由
3
3

33
3BAOtan  得：∠BAO=30°.

二、求平移后抛物线 C的解析式

（一）动感体验

抛物线与直线 3
3
3

 xy 有两个交点，均可作为点 F，不妨分别记作 'F 、 ''F .打开
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文件“例 5-2-4.dmr”，如图 5-2-4-2 所示，点 'F 、 ''F 是直线 3
3
3

 xy 与抛物线 C的两

个交点，通过拖动变量尺，可以改变抛物线的顶点 P的位置，对抛物线进行左右平移，研

究当 'EF 或 ''EF 平行于 x轴时点 'F 或 ''F 应满足的条件.

图 5-2-4-2

（二）思路点拨

抛物线与水平直线的两个交点关于抛物线的对称轴对称.因此，当 1EF 平行于x轴时，点

1F 与点E关于抛物线的对称轴对称，同样道理当 2EF 平行于x轴时，点 2F 与点E关于抛物线

的对称轴对称.

（三）动态解析

设 抛 物 线 C 的 顶 点 P 坐 标 为 （ m ， 0 ） 那 么 抛 物 线 C 的 解 析 式 为

  222

3
1

3
2

3
1

3
1 mmxxmxy  ，所以抛物线 C与 y轴的交点 E（0， 2

3
1m ）.当 EF

平行于 x轴时，那么点 E与点 F关于抛物线对称轴 mx  对称，因此点 F的坐标可表示为

（ m2 ，
2

3
1m ）.

又因为点 F在直线 3
3
3

 xy 上，因此有 3
3
32

3
1 2  mm ，解得 33m （如

图 5-2-4-3所示）或 3m （如图 5-2-4-4所示）.

所以抛物线 C的解析式为
2)33(

3
1

 xy 或
2)3(

3
1

 xy .
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图 5-2-4-3 图 5-2-4-4

三、判断点 D是否落在抛物线 C上

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 5-2-4-5 所示，拖动点 P，观察点 D是否可能落

在抛物线上，研究如何通过点 P的坐标表示点 D的坐标.

图 5-2-4-5

（二）思路点拨

因为直线 3
3
3

 xy 与x轴的夹角为30°，所以∠DAP=60°，又因为AD=AP，所以△APD

是等边三角形，从而通过点A和点P的坐标表示点D的坐标.

用字母表示等边△APD的边长后再表示点D、P的坐标，将点D坐标代入抛物线C的解析

式求解.

（三）动态解析

由问题（1）∠BAO=30°可判定△APD为等边三角形.由直线 AB的解析式 3
3
3

 xy 可

求得点 A的坐标（ 33 ，0），设点 P的坐标为（m，0）则 AP的长度为 33m ，这时
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因为点 P一定在点 A的右侧.否则，若点 P在点 A的左侧，则点 D在 y轴下方，不可能在抛

物线上.

那么点 D的坐标可表示为（ )33(
2
1

m ， )33(
2
3

m ），将点 D的坐标带入抛物

线  2
3
1 mxy  的解析式可解得：

2

2
33

23
1)33(

2
3









 mmm ，解得： 33m .

如图 5-2-4-6所示.

图 5-2-4-6

所以当点 D能够落在抛物线 C上时，抛物线顶点 P的坐标为（ 33 ，0）.

（四）简要评注

判断点是否落在抛物线上，主要看该点是否满足函数解析式，对于不确定坐标的点，可

用字母表示点的坐标，代入解析式后得方程，方程有解，说明点能落在抛物线上；方程无解，

说明不存在满足条件的点.
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巩固练习（二）

练习 5-2-1：已知：如下图（左），把矩形纸片 ABCD折叠，使得顶点 A与边 DC上的动

点 P重合(P不与点 D，C重合)， MN为折痕，点 M，N分别在边 BC， AD上，连接 AP，

MP，AM， AP与 MN相交于点 F．⊙O过点 M，C，P．

（1）请你在图 5-2-17①中作出⊙O(不写作法，保留作图痕迹)；

（2）
AN
AF

与
AD
AP

是否相等？请你说明理由；

（3）如下图（右），随着点 P的运动，若⊙O与 AM相切于点 M时，⊙O又与 AD相

切于点 H．设 AB为 4，请你通过计算，画出．．这时的图形．(图 5-2-17②，图 5-2-17③供参考)

练习 5-2-2：已知抛物线
2 23

4
y x kx k   （k为常数，且 k＞0）．

（1）证明：此抛物线与 x轴总有两个交点；

（2）设抛物线与 x轴交于 M、N两点，若这两点到原点的距离分别为 OM、ON，且

1 1 2
3ON OM

  ，求 k的值．

练习 5-2-3：如下图，矩形 ABCD的长、宽分别为
3
2
和 1，且 OB＝1，点 E（

3
2
，2），

连接 AE、ED.

（1）求经过 A、E、D三点的抛物线的表达式；

（2）若以原点为位似中心，将五边形 AEDCB放大，使放大后的五边形的边长是原五

边形对应边长的 3倍，请在下图网格中画出放大后的五边形 A′E′D′C′B′；

（3）经过 A′、E′、D′三点的抛物线能否由（1）中的抛物线平移得到？请说明理由.
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练习 5-2-4：如下图，在平面直角坐标系中，将一块腰长为 5的等腰直角三角板 ABC

放在第二象限，且一边靠在两坐标轴上，直角顶点 C的坐标为（ 1 ，0），点 B在抛物线

2 2y ax ax   上．

（1）点 A的坐标为 ，点 B的坐标为 ；

（2）抛物线的关系式为 ；

（3）设（2）中抛物线的顶点为 D，求△DBC的面积；

（4）将三角板 ABC绕顶点 A逆时针方向旋转 90°，到达 AB C △ 的位置．请判断点 B、

C是否在（2）中的抛物线上，并说明理由．
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本节小结

利用代数计算进行的说理问题，其方法主要体现在计算上，这类题往往与函数知识相结

合，利用函数的相关知识，如对称性，求特殊点的坐标、判断点在函数图象的方法等，结合

题目的已知条件建立等量关系，解方程求解.在分析过程中，往往要先根据题目条件画草图

判定是否需要分类讨论，再利用图形进行分析，找寻解决问题的方法.
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第三节 方案设计

1．与圆有关的覆盖问题

例 5-3-1. 一种电讯信号转发装置的发射直径为 31km．现要求：在一边长为 30km 的正方形

城区选择若干个安装点，每个点安装一个这种转发装置，使这些装置转发的信号能完全覆盖

这个城市．问：

（1）能否找到这样的 4 个安装点，使得这些点安装了这种转发装置后能达到预设的要

求？

（2）至少需要选择多少个安装点，才能使这些点安装了这种转发装置后达到预设的要

求？

答题要求：请你在解答时，画出必要的示意图，并用必要的计算、推理和文字来说明你

的理由．

一、探索能否找到达到要求的 4个安装点

（一）动感体验

打开文件“例 5-3-1.dmr”，如图 5-3-1-所示，正方形 ABCD的边长为 30，圆 E、圆 F、圆

G和圆 H的直径均为 31，拖动圆心，研究如何利用四个装置将整个正方形覆盖.

图 5-3-1-1

（二）思路点拨

最简单的方法是考虑将正方形分割成四个全等的小正方形或四个全等的等腰直角三角

形.

（三）动态解析
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问题转化为 4个圆心在正方形区域内，直径都为 31km的圆能否将正方形覆盖，容易联

想将正方形分割成 4个全等的部分，每个圆覆盖一个部分，从而找到 4个安装点.

方法一：考虑将正方形分割成四个全等的小正方形，分别拖动 4个圆的圆心在这 4个小

正方形对角线的交点处，如图 5-3-1-2 所示，此时，每个小正方形的对角线长为

  31215230
2
1

 ，所以每个圆能覆盖一个小正方形，因此 4个转发装置可安装在这 4

个小正方形对角线的交点处.

方法二：考虑将正方形分割成四个全等的等腰三角形，分别拖动 4个圆的圆心在正方形

ABCD四边的中点处，如图 5-3-1-3所示，此时等腰三角形 3个顶点到圆心的距离小于
2
31

km，

所以每个圆能覆盖一个等腰三角形，因此 4个转发装置可安装在正方形四边的中点处.

图 5-3-1-2 图 5-3-1-3

二、探索至少选择的安装点数

（一）动感体验

请你自己拖动圆，分别研究利用 3个、2个、1个圆能否将正方形覆盖.

（二）动态解析

由问题（1）可找到四个安装点满足条件，所以可考虑至少 1个安装点、至少 2个安装

点、至少 3个安装点三种情况考虑.
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首先考虑选择 1个安装点，拖动直径为 31km 的圆的圆心至正方形 ABCD的对角线处发

现圆不能将正方形 ABCD覆盖，如图 5-3-1-4 所示，所以选择 1个安装点不可能达到预设要

求.

图 5-3-1-4 图 5-3-1-5

其次考虑选择 2个安装点，要用两个圆覆盖一个正方形，则一个圆至少要经过正方形相

邻两个顶点，拖动一个圆的圆心，使该圆经过正方形 ABCD相邻的两个顶点 A、B，拖动另

一个圆的圆心，使该圆经过 C、D两点，发现两圆不能将剩余部分覆盖，如图 5-3-1-5 所示.

利用勾股定理可得 AD上覆盖在圆内部的线段长为 15
2
1613031 22  AD ，说明

用两个直径都为 31的圆不能完全覆盖正方形 ABCD，所以至少选择 2个安装点不能达到预

设要求.

最后考虑选择 3 个安装点，拖动三个直径为 31km 的圆，发现能将正方形覆盖，如图

5-3-1-6 所示.此问题可将正方形分割成三个矩形，让每个直径为 31km 的圆分别将三个矩形

覆盖，圆心在矩形对角线的交点处，所以三个矩形的对角线不超过 31km.

图 5-3-1-6 图 5-3-1-7

将正方形分割成三个矩形，使它们的对角线相等，如图 5-3-1-7 所示，设 AM=x，则

DM=30-x，其中点 P是 MN的中点，利用勾股定理根据 BM=PD可求得
4
15

x .
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所以 312.3030
4
15 2

2







 PCPDBM ，说明 3个直径为 31km 的圆能分

别覆盖这 3个矩形，所以至少选择 3个安装点能达到预设要求，这 3个安装点在三个矩形对

角线的交点上.

（三）简要评注

利用几何作图进行方案设计，不仅要有一定的几何作图能力，而且要能熟练的运用几何

的有关性质，并注意充分发挥分类讨论、类比归纳、猜想验证等数学思想方法进行解题.
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2．截取长方形得到面积最大的两个三角形

例 5-3-2. 问题探究

（1）请在图 5-3-2-1①的正方形 ABCD内，画出使∠APB=90°的一个．．点 P，并说明理由．

（2）请在图 5-3-2-1②的正方形 ABCD内（含边），画出使∠APB=60°的所有．．的点 P，

并说明理由．

问题解决

（3）如图 5-3-2-1③，现在一块矩形钢板 ABCD，AB=4，BC=3，．工人师傅想用它裁

出两块全等的、面积最大的△APB和△CP′D钢板，且∠APB=∠CP′D=60°．请你在图③中画

出符合要求的点 P和 P′，并求出△APB的面积（结果保留根号）．

图 5-3-2-1① 图 5-3-2-1② 图 5-3-2-1③

一、画出使∠APB=90°的一个．．点 P

（一）动感体验

打开文件“例 5-3-2.dmr”，如图 5-3-2-2所示，拖动点 P，观察∠APB测量值的变化规律，

以及点 P所经过的路径.

图 5-3-2-2

（二）思路点拨

点 P在正方形覆盖的以 AB为直径的圆上.

（三）动态解析
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在正方形的内部，拖动点 P以 AB为直径的圆上运动，发现∠APB始终是直径 AB所对的圆

周角，所以∠APB=90°，如图 5-3-2-3 所示.

图 5-3-2-3

因此绘制以 AB 为直径的圆，在正方形内的圆周上任意取一点 P 即可满足条件∠

APB=90°.

二、画出使∠APB=60°的所有．．的点 P

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 5-3-2-4 所示，拖动点 P，观察∠APB测量值的

变化规律以及点 P所经过的路径.

图 5-3-2-4

（二）思路点拨

点 P在正方形覆盖的以 AB为边的正三角形的外接圆上.

（三）动态解析

利用同弧所对的圆周角相等，因此考虑先构造 60°，所以以 AB为边在正方形内部作正

三角形 ABP，再作正三角形 ABP的外接圆，外接圆上被正方形覆盖的部分即为所求的所有

点 P的位置，如图 5-3-2-5 所示.
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图 5-3-2-5

三、截两块全等的、面积最大的△APB和△CP′D钢板，且∠APB=

∠CP'D=60°

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，进入第三页，如图 5-3-2-6 所示，点 P和点 P′可以被任意拖动，研

究当△APB和△C P′D的面积最大时，点 P和点 P′应该满足的条件.

图 5-3-2-6

（二）思路点拨

点 P在矩形覆盖的以 AB为边，且在 AB上方作的正三角形的外接圆与对角线的交点上.

（三）动态解析

矩形中两个全等的且面积最大三角形是连接一条对角线后得到的两个三角形，所以先连

接 AC.

然后在△ABC内找使∠APB =60°的点 P，方法同问题（2），因为底 AB长不变，所以在

△ABP面积越大，点 P到 AB的距离越大，因此点 P在所作圆与 AC的交点处，利用对称性

可找出点 P′，即在 AC上截取 AP′=CP，如图 5-3-2-7所示.
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图 5-3-2-7 图 5-3-2-8

求 △APB 的 面 积 ： 过 点 B 过 BG ⊥ AC 于 点 G ， 如 图 5-3-2-8 所 示 ， 由 于

BGACBCABS ABC 
2
1

2
1

△ 以及 4AB 、 3BC 、 5AC 可求得
5
12

BG .在

Rt△ABG中，
5
16)

5
12(4 22 AG ；在 BPGRt△ 中，

5
34cot  BPGBGPG ，

所以
25

32496
2
1 

 BGAPS APB .

（四）简要评注

本题在正方形确定点 P的位置时，主要利用了圆周角的相关性质，通过构造弦 AB 所

对的弧的特殊度数，确定点 P.问题（3）的解决一方面结合前面问题的方法找 P点，另一方

面又利用了矩形的对称性.
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3．截取三角形得到面积最大的矩形

例 5-3-3. 如图 5-3-3-1，已知：抛物线 cbxxy  2

2
1

与 x轴交于 A、B两点，与 y轴交

于点 C，经过 B、C两点的直线是 2
2
1

 xy ，连结 AC．

（1）B、C两点坐标分别为 B（_____，_____）、C（_____，_____），抛物线的函数

关系式为______________；

（2）判断△ABC的形状，并说明理由；

（3）若△ABC内部能否截出面积最大的矩形 DEFG（顶点 D、E、F、G在△ABC各边

上）？若能，求出在 AB边上的矩形顶点的坐标；若不能，请说明理由．

图 5-3-3-1

一、求 B、C坐标及抛物线解析式

通过函数 2
2
1

 xy 可求出 B（4，0），C（0，－2），用待定系数法可求出抛物线解

析式为 2
2
3

2
1 2  xxy .

二、判断△ABC的形状

令 0y ，解方程 02
2
3

2
1 2  xx 得： 11 x 、 42 x ，可知点 A的坐标为（-1，

0）.

又由点 B（4，0）、点 C(0，-2)知： 5AB 、 5AC 、 52BC ，由勾股定理

逆定理： 222 25205 ABBCAC  ，所以△ABC是直角三角形，其中 AB为斜边.

三、讨论△ABC内部能否截出面积最大的矩形 DEFG

（一）动感体验
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打开文件“例 5-3-3.dmr”，如图 5-3-3-2 所示，矩形的两个顶点在线段 AB上，拖动点 D

观察点 D的位置对矩形形状和面积的影响，研究表示矩形面积的恰当形式.

单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 5-3-3-3 所示，矩形的一个顶点在 AB上，另外

两个顶点分别在 AC、BC上，第四个顶点在点 F处，想一想为什么？拖动点 D，改变矩形

的形状和面积，观察如何用恰当的形式表示矩形的面积.

图 5-3-3-2 图 5-3-3-3

（二）动态解析

1．当矩形两个顶点 D、E在 AB边上时，因为 GF//AB，所以有△CGF∽△CAB.设 GF

于 y轴交于点 H，如图 5-3-3-4 所示，则有
CO
CH

AB
GF

 ，设 GF=x，求出 xCH
5
2

 ，所以

DG=OH=OC-CH= x
5
22  ，所以矩形 DEFG的面积可表示为

2
5

2
5

5
2

5
22

2

DEFG 





 






  xxxGFDGS矩形

，当
2
5

x 时，S有最大值，所

以 1,
2
5

 GFDG ，利用△ADG∽△AOC，求出 AD=
2
1
，所以 






 0,

2
1D ，因为 OE=DE

－DO=2，所以 E（2，0）.
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图 5-3-3-4

2．当矩形的一个顶点 D在 AB边上时，设 xAD  ，由 CBGD // 知：
CB
AB

GD
AD

 ，得

xGD
5
52

 .同理有 DE//AC知
AC
BA

DE
BD

 ，得： )5(
5
5 xDE  ，所以矩形 DEFG的

面积可表示为：  
2
5

2
5

5
25

5
2 2

DEFG 





  xxxDEGDS矩形

，所以当 AD=
2
5
，

即点 D的坐标为（
2
3
，0）时，S有最大值.

（三）简要评注

在解决本题时，首先应考虑截的方式，画出草图，根据不同的解法，利用三角形相似的

知识求出矩形的长和宽，从而达到解决问题的目的.
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巩固练习（三）

练习 5-3-1：某公园有一个边长为 4米的正三角形花坛，三角形的顶点 A、B、C上各有

一棵古树．现决定把原来的花坛扩建成一个圆形或平

行四边形花坛，要求三棵古树不能移动，且三棵古树

位于圆周上或平行四边形的顶点上．以下设计过程中

画图工具不限．

（1）按圆形设计，利用右图（左）画出你所设

计的圆形花坛示意图；

（2）按平行四边形设计，利用右图（右）画出你所设计的平行四边形花坛示意图；

（3）若想新建的花坛面积较大，选择以上哪一种方案合适？请说明理由．

练习 5-3-2：如下图，一块等腰三角形的小钢板下脚料，其中 AB=AC.工人师傅要将它做

适当的切割，重新拼接后焊成一个面积与原下脚料面积相等的矩形工件.

（1）请根据上述要求，设计出将这块下脚料分割成两块或三块的两种不同的拼接方案

(在图中画出切割时所沿的虚线，以及拼接后得到的矩形，保留拼接的痕迹);

（2）若要把该三角形下脚料切割后焊成一个正方形工件(只切割一次)，则该三角形需

满足什么条件?并按(1)要求画图.

练习 5-3-3：已知：如下图，在△ABC中，D为 AB边上一点，∠A=36°，AC=BC，AC2=AB·AD．

（1）试说明：△ADC和△BDC都是等腰三角形，

（2）若 AB=1，求 AC的长，

（3）试构造一个等腰梯形，要求该梯形连同它的两条对角线所形成的 8个三角形中有

尽可能多的等腰三角形．

A

B C

A

B C
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本节小结

与方案设计有关的问题不仅要求学生有扎实的数学基础知识，还需要具有能够将实际问

题转化成为数学语言的能力.它综合而全面地考查了学生的阅读能力、理解能力、分析能力、

推理能力、数据处理能力、文字概括能力以及书面表达能力等.
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第六章 函数图像问题

函数的图像是对函数关系的一种直观表示.它能形象地表现出因变量随自变量变化而变

化的规律，能够帮助我们从整体上了解函数的特征，它在研究函数的性质过程中具有重要的

价值，是运用数形结合思想解决问题的基础.因此读懂函数图像，从函数图像中提取所需要

的信息，以及根据两个变量之间的变化关系绘制精确的对应函数图像，是数学学习过程中需

要培养的重要能力.因此，有关图像的问题一直是中考压轴题的热点问题.
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第一节 参数与函数图像

1．判断抛物线与 x轴的交点问题

例 6-1-1. 已知抛物线 cbxaxy  23 2

（Ⅰ）若 a=b=1，c= -1，求该抛物线与 x轴公共点的坐标；

（Ⅱ）若 a=b=1，且当 11  x 时，抛物线与 x轴有且只有一个公共点，求 c的取值

范围；

（Ⅲ）若 a+b+c=0，且 01 x 时，对应的 01 y ； 12 x 时，对应的 02 y ，试判断

当 10  x 时，抛物线与 x轴是否有公共点？若有，请证明你的结论；若没有，阐述理由．

一、求抛物线与 x轴公共点的坐标

当 1 ba ， 1c 时，抛物线为 123 2  xxy ，因为方程 0123 2  xx 的两个根

为 11 x ，
3
1

2 x ．所以该抛物线与 x轴公共点的坐标是  1 0 ， 和
1 0
3

 
 
 

， .

二、抛物线与 x轴有且只有一个公共点，求 c的取值范围

（一）动感体验

打开文件“例 6-1-1.dmr”，如图 6-1-1-1 所示，通过变量尺可以改变 c的值或者通过按钮

设置它的值，观察和研究当抛物线与 x轴在 11  x 范围内只有一个交点的情况下抛物线

的性质.

图 6-1-1-1
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（二）思路点拨

对△=0和△＞0两种情况进行讨论.

（三）动态解析

当 1 ba 时，抛物线为 cxxy  23 2 ，对称轴为
3
1

x .若抛物线与 x轴有公共点，

那么对于方程 023 2  cxx 来说必有判别式 c124  ≥0，即 c ≤
3
1
．

1）当△=0 时，c =
3
1
，抛物线与 x轴只有一个交点（

3
1

 ，0）正好在 11  x 范围内，

因此满足条件，单击【c的值】按钮，在弹出的对话框中输入：
3
1
，单击确定即可得到 t=

3
1

时的状态。如图 6-1-1-2所示.

图 6-1-1-2 图 6-1-1-3

2）当Δ＞0 时，
3
1

c .这时若抛物线有且只有一个交点在范围内，如图 6-1-1-3 所示，

则有：当 x=-1时 y＜=0，当 x=1时 y＞0，即
3 2 0
3 2 0

c
c

  
   

，解得： 15  c .否则，如

图 6-1-1-4 所示在 11  x 范围内有两个交点，如图 6-1-1-5所示在 11  x 范围内没

有交点.
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图 6-1-1-4 图 6-1-1-5

综上所述，当
3
1

c 或 15  c 时抛物线与 x轴在 11  x 范围内有且只有一个

交点.

三、试判断当 10  x 时，抛物线与 x轴是否有公共点

（一）动感体验

图 6-1-1-6

由 0 cba 得： )( cab  ；所以函数表达式可以表示为：

cxcaaxy  )(23 2 .单击“下一页”按钮，进入第二页，如图 6-1-1-6所示，图像为

函数 cxcaaxy  )(23 2 对应的曲线. 通过变量尺可以改变 a和 c的值或者通过按钮设

置它们的值.当 01 y 并且 02 y 时，观察抛物线与 x轴在范围内交点的情况.

（二）思路点拨

若抛物线与 x轴在 10  x 范围内有交点，则可能有一个交点，也可能有两个交点.

（三）动态解析
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当抛物线与 x轴在 10  x 范围内有两个交点或者唯一交点时，抛物线的对称轴必定在

10  x 范围内，并且判别式不小于 0，即













04)(4

1)1(
3
1

3
0

2 caca
a
c

a
ca

.

由 01 x 时，对应的 01 y ； 12 x 时，对应的 02 y ，可得







0)(23
0

ccaa
c

，

化简为 ac 0 .

显然，抛物线的判别式 04)(44)(4 22  accacaca .

由 ac 0 得： 10 
a
c

，所以有
3
2)1(

3
1

3
1


a
c

，即抛物线的对称轴满足为

3
2

33
1





a
ca

.

所以抛物线的在 10  x 范围内必有交点，而且两个交点.

由 0x 时， 01 y 并且 1x 时 02 y ，可知若抛物线与 x轴在 10  x 范围内有交

点，则必有两个交点或者有唯一交点，如图 6-1-6所示.否则，若有一个交点或没有交点时，

若有 01 y 成立则必有 02 y 不成立，或者若有 02 y 成立则必有 01 y 不成立，如图

6-1-1-7、图 6-1-1-8、图 6-1-1-9、图 6-1-1-10所示.

图 6-1-1-7 图 6-1-1-8
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图 6-1-1-9 图 6-1-1-10

（四）简要评注

本题主要研究函数图像在指定范围内与 x轴的交点问题.相对于函数图像与 x轴交点的

一般问题来说，解决这类问题需要不重不漏地考虑各种情况，把需要解决的问题准确地转化

为数学语言，通过列不等式或不等式组，求出对应参数的范围或者证明结论是否成立.
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2．探索满足指定条件的抛物线

例 6-1-2. 定义{a，b，c}为函数 cbxaxy  2 的“特征数”.如函数 322  xxy 的“特

征数”是{1，-2，3}，函数 32  xy 的“特征数”是{0，2，3}，函数 y=x的“特征数”是{0，1，

0}.

（1）将“特征数”是{ }0,
3
3,0 的函数图像向上平移 2个单位，得到一个新函数，这个

函数的解析式为________________.

（2）在(1)中，平移前后的两个函数分别与 y轴相交于 O、A两点，与直线 x= 3 分

别交于 C、B两点，判断以 A、B、C、O四点为顶点的四边形形状，并说明理由.

（3）若（2）中的四边形（不包括边界）始终覆盖着“特征数”是{
2
121 2  bb，， }的

函数图像的一部分，求满足条件的实数 b的取值范围.

一、求函数解析式

“特征数 ”是{ }0,
3
3,0 的函数为 xy

3
3

 ，将其向上平移 2 个单位后的函数为

2
3
3

 xy .

二、判断以 A、B、C、O四点为顶点的四边形形状

从点 O到点 A和从点 C 到点 B 按照相同的方向平移了相同的距离，因此 OA//CB 且

OA=CB，所以四边形 OABC是平行四边形，如图 6-1-2-1所示.
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图 6-1-2-1

将 3x 代入 xy
3
3

 得： 1y ，所以 213 OC ，因此 OAOC  ，这

说明四边形 OABC是菱形.

三、求满足条件的实数 b的取值范围

（一）动感体验

“特征数”是{
2
121 2  bb，， }的函数表达式为：

2
12 22  bbxxy .

打开文件“例 6-1-2.dmr′，如图 6-1-2-2所示，左右拖动变量尺改变实数 b的值，研究菱

形 OABC始终覆盖着函数
2
12 22  bbxxy 的图像的一部分时函数的图像与菱形的关

系.

图 6-1-2-2

（二）思路点拨

函数
2
12 22  bbxxy 的对称轴为 bx  ，当对称轴在 CB的左侧，那么点 B应当

在抛物线的上方；若对称轴在 OA的右侧，那么点 A应当在抛物线的上方.

（三）动态解析

抛物线的顶点为（ b ，
2
1

） .因此当抛物线的对称轴满足 03  b 时，函数

2
12 22  bbxxy 的一部分必被菱形所覆盖，如图 6-1-2-3、图 6-1-2-4所示.
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图 6-1-2-3 图 6-1-2-4

当 3b 时，若函数
2
12 22  bbxxy 的一部分被菱形所覆盖，如图 6-1-2-5所

示，则点 B需要在抛物线的上方，即当 3x 时，
2
122

3
3 22  bbxxx ，解得：

3
2
23

2
2

 b ，所以有 33
2
2

 b .

图 6-1-2-5 图 6-1-2-6

当 0b 时，若函数
2
12 22  bbxxy 的一部分被菱形所覆盖，如图 6-1-2-6所示，

则点 A 需要在抛物线的上方，即当 0x 时，
2
122

3
3 22  bbxxx ，解得：

2
6

2
6

 b ，所以有
2
60  b .

综上所述，当
2
63

2
2

 b 时，在函数
2
12 22  bbxxy 的图像上总是存

在一部分被菱形 OABC所覆盖.
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（四）简要评注

将抛物线与线段 AB的交点问题转化为抛物线与点 A、点 B的关系是解决问题的关键.

这只是利用了函数图像与直线交点的基本性质：当函数图像穿过某条线段时，那么这条线段

的两个端点必在函数图像的内外两侧.
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3．探索与抛物线有交点时直线所满足的条件

例 6-1-3. 已知关于 x的一元二次方程 22 4 1 0x x k    有实数根， k为正整数.

（1）求 k的值；

（2）当此方程有两个非零的整数根时，将关于 x的二次函数 22 4 1y x x k    的图

像向下平移 8个单位，求平移后的图像的解析式；

（3）在（2）的条件下，将平移后的二次函数的图像在 x轴下方的部分沿 x轴翻折，图

像的其余部分保持不变，得到一个新的图像 .请你结合这个新的图像回答：当直线

 1
2

y x b b k   与此图像有两个公共点时，b的取值范围.

一、求 k的值

由题意得，△=16-8（k-1）≥0，所以 k≤3，因为 k为正整数，所以 k=1，2，3.

二、求平移后的图像的解析式

利用问题（1）得到的 k值分情况讨论：当 k=1时，方程 22 4 1 0x x k    有一个根

为 0；当 k=2时，方程 22 4 1 0x x k    无整数根；当 k=3时，方程 22 4 1 0x x k    有

两个非零的整数根.所以 k=3.

当 k=3时，二次函数为 242 2  xxy ，把它向下平移 8个单位得到的图像的解析式

为 642 2  xxy .

三、当直线  1
2

y x b b k   与此图像有两个公共点时，b的取值范围

（一）动感体验

打开文件“例 6-1-3.dmr”，如图 6-1-3-1 所示，拖动变量尺可以改变实数 b的大小从而对

直线 bxy 
2
1

进行上下平移，观察和研究直线与沿 x轴翻折后的 642 2  xxy 图像

交点的个数.
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图 6-1-3-1

（二）思路点拨

首先根据 k的值考虑 b的取值范围，然后研究当直线与曲线有两个交点时的临界位置.

（三）动态解析

642 2  xxy 在 x轴下方的部分沿 x轴翻折后的图像在 y轴上的截距为 6，但是由

于 3 kb ，所以不能考虑直线在抛物线顶点上方时有两个交点的情形，如图 6-1-3-2 所示.

图 6-1-3-2 图 6-1-3-3

如图 6-1-3-3，函数 642 2  xxy 与 x轴的两个交点为 A（-3，0）、B（1，0），当 3b

时，若直线与曲线有两个交点，则直线与 x轴的交点必在点 A与点 B之间.将 3x 、 0y

代入 bxy 
2
1

解得：
2
3

b ；将 1x 、 0y 代入 bxy 
2
1

解得：
2
1

b .

所以，当
2
3

2
1

 b 时，直线 bxy 
2
1 )3( b 与函数图像有两个公共点.

（四）简要评注
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本题的解答充分体现了数形结合的思想，利用函数表达式，确定函数图像及翻折后的新

图像，分析 b对  1
2

y x b b k   图像的影响，找到直线  1
2

y x b b k   与此图像有

两个公共点时的两个临界位置，从而确定 b的取值范围.
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4．探索直线与抛物线公共点的坐标关系

例 6-1-4. 已知函数
2

1 2y x y x bx c     ， ， ， 为方程 1 2 0y y  的两个根，点

),( TtM 在函数 2y 的图像上．

（1）若
1 1
3 2

  ， ，求函数 2y 的解析式；

（2）在（1）的条件下，若函数 1y 与 2y 的图像的两个交点为 A B， ，当 ABM△ 的面

积为
1
12

时，求 t的值；

（3）若 0 1    ，当 0 1t  时，试确定T  ， ， 三者之间的大小关系，并说

明理由．

一、求函数 2y 的解析式

由于 cbxxyxy  2
21 ， ，所以 021  yy 可表示为   012  cxbx .因为

3
1

 、
2
1

 ，由根与系数的关系知：
6
11)

2
1

3
1( b 、

6
1

2
1

3
1

c . 所以函数

2y 的解析式为
6
1

6
12

2  xxy .

二、当 ABM△ 的面积为
1
12时求 t的值

（一）动感体验

打开文件“例 6-1-4.dmr”，如图 6-1-4-1所示，单击【b】按钮，在弹出的对话框中输入：

1/6，同样单击【c】按钮，在弹出的对话框中输入：1/6 , 单击确定即可得到
6
1

6
12

2  xxy 。

拖动 t的变量尺，改变点M 的横坐标，观察△ABM的面积的变化规律，研究如何用恰

当的方式表示△ABM的面积，观察可能有几种情况使得△ABM的面积等于
12
1
.
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图 6-1-4-1

（二）思路点拨

利用 ABM△ 的面积和 AB 边的长可求出 AB 边上的高 h.问题的关键是如何表示出

△ABM的高.

（三）动态解析

由问题（1）的结论和 xy 1 可求出两个交点的坐标分别为 A（
3
1

3
1
， ），B（

2
1

2
1
， ），所

以求出
2
6

AB  ，根据条件 ABM△ 的面积为
1
12

得到 AB边上的高为
2
2 .

过点 M作 AB所在直线 xy  上的垂足 E，则 ME是△ABM的底边 AB上对应的高，则

2
2

ME .过点 M作 x轴的垂线交直线 AB于点 F，如图 6-1-4-2 所示.在 Rt△EFM中，因为

∠EFM=45°，所以 12  MEMF .

图 6-1-4-2

当将 x=t 代入 xy  ,得 ty  .又因为
6
1

6
12  ttT ，所以 |

6
1

6
5| 2  ttMF .令

1MF ，可解得：
12
1455 

t 或
12
1455 

t .

三、确定T  ， ， 三者之间的大小关系

（一）思路点拨

2 2 2b c b c T t bt c             ， ， ，利用作差法比较T  ， ， 三者

的大小关系，需根据 t的取值不同分情况讨论.
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（二）动态解析

用作差法比较T  ， ， 三者的大小.

由于 2 2 2b c b c T t bt c             ， ， ，所以

 bttT   )( ，    T t t b       .

此外，    2 2b c b c            ，化简得：   1 0b        ，

由条件可知 0   ，从而可得 01  b ，所以 0 bt  ， 0 bt  ，

所以T 与 的大小由 t 决定，T与  的大小由 t 决定.

当 0t ，即 t 时，即 T .因为0 1    ，0 1t  ，所以当  t0 时，

 T .

同理可得：当 t  ≤ 时， T  ≤ ；当 1t   时， T   .

（三）简要评注

本题主要利用方程与函数的关系.方程 1 2 0y y  的两个根即为两个函数 xy 1 和

6
1

6
12

2  xxy 交点的横坐标，而两个函数图像交点的横坐标与纵坐标相同，所以比较

T  ， ， 三者之间的大小关系，就是比较 M点和两个交点的纵坐标的大小关系.
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5．探索抛物线和双曲线的单调性

例 6-1-5. 已知直线 l：y=－x+m（m≠0）交 x轴、y轴于 A、B两点，点 C、M分别在线段 OA、

AB上，且 OC=2CA，AM=2MB，连接 MC，将△ACM绕点 M旋转 180°，得到△FEM，则点

E在 y轴上，点 F在直线 l上;取线段 EO中点 N，将 ACM沿MN所在直线翻折，得到△PMG，

其中 P与 A为对称点.记：过点 F的双曲线为 1C ，过点 M且以 B为顶点的抛物线为 2C ，过

点 P且以 M为顶点的抛物线为 3C .

（1）如图 6-1-5-1，当 m=6时，

①直接写出点 M、F的坐标，②求 1C 、 2C 的函数解析式；

（2）当 m发生变化时，

①在 1C 的每一支上，y随 x的增大如何变化？请说明理由.②若 2C 、 3C 中的 y都随着

x的增大而减小，写出 x的取值范围.

图 6-1-5-1

一、当 m=6时，求M、F的坐标及 1C 、 2C 的解析式

1.用m表示出各个点的坐标以及曲线的表达式

由直线的解析式 mxy  可得点 A（m，0）、 B（0，m）.

因为 CAOC 2 ，所以点C的坐标为（ m
3
2

，0）；同理可得点M 的坐标为（ m
3
1

， m
3
2

）.

由于点 E和点C关于点M 对称，可得点 E的坐标为（0， m
3
4

）；同理可得点 F 的坐

标为（ m
3
1

 ， m
3
4

）.
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由于点 N 是线段OE的中点，所以点 N 的坐标为（0， m
3
2

）.

由于点 P、点G分别于点 A、点C关于直线MN对称，所以点 P、点G的坐标分别

为（m， m
3
4

）、（ m
3
2

， m
3
4

）.

因为曲线 1C 过点 F（ m
3
1

 ， m
3
4

），所以 1C 的解析式为：

x
m

x

mm
y

9
43

4
3
1

2




 .

因为曲线 2C 以点 B（0，m）为顶点，所以可设曲线 2C 的解析式为： maxy  2

（ 0a ）；又因为 2C 过点M（ m
3
1

， m
3
2

），将 mx
3
1

 、 my
3
2

 代入可求得：
m

a 3
 ，

所以曲线 2C 的解析式为： mx
m

y  23
.

因为曲线 3C 以点 M （ m
3
1

， m
3
2

）为顶点，所以可设曲线 2C 的解析式为：

mmxpy
3
2)

3
1( 2  （ 0p ）；又因为 3C 过点 P（m， m

3
4

），将 mx  、 my
3
4

 代

入可求得：
m

p
2
3

 ，所以曲线 3C 的解析式为： mmx
m

y
3
2)

3
1(

2
3 2  .

2.当 6m 时，求 1C 、 2C 的解析式

当 6m 时，点 F 的坐标为（-2，8），所以经过点 F 的双曲线的解析式为
x

y 16
 ，

如图 6-1-5-2所示.

图 6-1-5-2 图 6-1-5-3

当 6m 时，点M 的坐标为（2，4），点 B的坐标为（0，6）.所以 2C 的解析式为：

6
2
1 2  xy ，如图 6-1-5-3所示.

二、m变化时，判断 1C 每一支上的图像的增减性
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（一）动感体验

打开文件“例 6-1-5.dmr”，如图 6-1-5-4 所示，拖动变量尺可以改变 m的值，观察双曲线

随实数的变化而变化的规律.

图 6-1-5-4

（二）思路点拨

因为点 F 的坐标为（ m
3
1

 ， m
3
4

），所以双曲线 1C 的系数 0
9
4 2  mk ，因此双曲

线只能出现在第二象限和第四象限.

（三）动态解析

经过点 F （ m
3
1

 ， m
3
4

）的双曲线 1C 可表示为
x
my
9
4 2

 ，因为 0
9
4 2  mk ，

所以双曲线只能出现在第二象限和第四象限，因此在 0x 范围内和在 0x 范围内均有：y

随 x的增大而减小.

三、在 2C 、 3C 中均有 y随 x的增大而减小时求 x的取值范围

（一）动感体验

单击“下一页”按钮，拖动点 B改变实数 m的值，研究当 m变化时， 2C 、 3C 的变化规

律，如图 6-1-5-5、图 6-1-5-6所示.
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图 6-1-5-5 图 6-1-5-6

（二）思路点拨

分 m＞0和 m＜0两种情况讨论抛物线 2C 、 3C 的大致图像.

（三）动态解析

当 m＞0时，如图 6-1-5-5所示，抛物线 2C 开口向下，对称轴为 y轴，所以 y随着 x的

增大而减小时 x的取值范围为 x＞0；而抛物线 3C 开口向上，对称轴为过点 M（
3
2,

3
mm

）

且与 y轴平行的直线，所以 y随着 x的增大而减小时 x的取值范围为 x
3
m

 ，所以抛物线 2C 、

3C 中的 y都随着 x的增大而减小时，x的取值范围 0＜x＜ m
3
1

.

当 m＜0时，如图 6-1-5-6所示，抛物线 2C 开口向上，对称轴为 y轴，所以 y随着 x的

增大而减小时 x的取值范围为 x＜0；而抛物线 3C 开口向下，对称轴为过点 M（
3
2,

3
mm

），

且与 y轴平行的直线，所以 y随着 x的增大而减小时，x的取值范围为 x
3
m

 ，所以抛物线 2C 、

3C 中的 y都随着 x的增大而减小时，x的取值范围 m
3
1

＜x＜0.

（四）简要评注

本题中理清点 A、B、F、M、P的坐标之间的数量关系，用含有 m的式子表示点 A、B、

F、M、P的坐标是解题的基础，而这些关系又建立在图形的对称性上.讨论函数的增减性时，

根据 m的正负性分情况讨论，而画出准确的示意图是解题的关键.
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6．抛物线与线段存在公共点的问题

例 6-1-6. 如图 6-1-6-1，已知：直角梯形 OABC的四个顶点是 O(0，0)，A(
3

2
，1)， B(s，t)，

C(
7

2
，0)，抛物线 y=x2＋mx－m的顶点 P是直角梯形 OABC内部或边上的一个动点，m为

常数．

(1)求 s与 t的值，并在直角坐标系中画出．．直角梯形 OABC；

(2)当抛物线 y=x2＋mx－m与直角梯形 OABC的边 AB相交时，求 m的取值范围．

图 6-1-6-1

一、求 s与 t的值

在坐标系中标出 O，A，C三点，连接 OA，OC.因为∠AOC≠90°， 所以∠ABC=90°，故

BC⊥OC， BC⊥AB，所以 B（
7

2
，1）．即 s =

7

2
，t=1.直角梯形如图 6-1-6-2 所示.

图 6-1-6-2

二、求 m的取值范围
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（一）动感体验

打开文件“例 6-1-6.dmr”，如图 6-1-6-3 所示，拖动变量尺可以改变 m的值，观察点 P

的运动规律，研究当抛物线与线段 AB有交点时，点 P应满足的条件.

图 6-1-6-3

（二）思路点拨

因为抛物线 y=x2＋mx－m的顶点 P（
2 4

2 4
,m m m

  ）在直角梯形 OABC内部或边上，

因此需要首先研究 m的取值范围.

另外，若抛物线 y=x2＋mx－m与直角梯形 OABC的边 AB相交，则交点的横坐标需满足：

不小于
2
3
且不大于

2
7
.

（三）动态解析

1）因为抛物线 y=x2＋mx－m的顶点 P是直角梯形 OABC内部或边上的一个动点，抛物

线 y=x2＋mx－m的顶点 P（
2 4

2 4
,m m m

  ）的坐标满足

)
2

(2)
2

(
4
4 2

2 mmmm



 ，即满足方程： xxy 22  ，如图 6-1-6-4 所示，

其中点 'P 、 ''P 为抛物线与直角梯形 OABC边界的两个交点.直线OA的解析式为： xy
3
2

 ，

因此由










xy

xxy

3
2

22

可解得点 'P （
3
4
，
9
8
）；令 0y ，即 022  xx ，可解得点 ''P

（2，0）.
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图 6-1-6-4

所以，若抛物线 y=x2＋mx－m的顶点 P（
2 4

2 4
,m m m

  ）在梯形的内部或边界上，需

满足 2
23

4


m
，解得：

3
84  m .

2）令 1y 得：x2＋mx－m=1，解得： 1x （不在线段 AB上，舍去）或 )1(  mx ，

若抛物线 y=x2＋mx－m与直角梯形 OABC的边 AB相交，如图 6-1-6-5 所示，则需满足：

2
7)1(

2
3

 m ，解得：
2
5

2
9

 m .

图 6-1-6-5

综合（1）（2）可得满足条件的 m的取值范围为
3
84  m .

（四）简要评注

通过抛物线顶点的坐标求出抛物线的顶点所能经过的路径，即曲线，从而准确、快捷地

得到参数 m的“第一个”限制范围，然后通过抛物线与线段 AB的交点问题得到参数 m的“第

二个”限制范围.理解题设条件的过程，就是限制参数范围的过程，就是解不等式（组）的过

程.
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巩固练习（一）

练习 6-1-1：已知关于 x的方程 04)73(3 2  xttx 的两个实数根分别为α、β.

（1）若α=
2
1
，试求实数 t和β的值；

（2）若α，β满足 210   ，求实数 t的取值范围.

练习 6-1-2：已知关于 x的方程 04832 22  mmmxx

（1）求证：当 m  2时，方程有两个实数根

（2）若方程的两个实数根一个大于 5，一个小于 2，求 m的取值范围.

练习 6-1-3：已知二次函数 )0(2  acbxaxy 的图像如下图所示，有下列 5 个结

论：

① 0abc ；② cab  ；③ 024  cba ；④ bc 32  ；⑤ )( bammba  ，

（ 1m 的实数）

其中正确的结论有（ ）

A. 2个 B. 3个 C. 4个 D. 5个

练习6-1-4：已知关于x的一元二次方程 xcbxx 2 有两个实数根 '',' xx ，且满足

0'x ， 1''' xx .

（1）试证明 0c ；

（2）证明 )2(22 cbb  ；

（3）对于二次函数 cbxxy  2 ，若自变量取值为 0x ，其对应的函数值为 0y ，则
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当 '0 0 xx  时，试比较 0y 与 'x 的大小.

练习 6-1-5：如下图，已知二次函数 )0(2
1  acbxaxy 的图像经过三点（1，0），

（-3，0），（0，
2
3

 ）.

（1）求二次函数的解析式，并在给定的直角坐标系中作出这个函数的图像；

（2）若反比例函数 )0(22  x
x

y 图像与二次函数 )0(2
1  acbxaxy 的图像在

第一象限内交于点 A（x0，y0）， x0落在两个相邻的正整数之间.请你观察图像，写出这两个

相邻的正整数；

（3）若反比例函数 )0,0(2  xk
x
ky 的图像与二次函数 )0(2

1  acbxaxy

的图像在第一象限内的交点为 A，点 A的横坐标为 0x 满足 2＜ 0x ＜3，试求实数 k的取值范

围.
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本节小结

本节所研究的问题主要是参数对函数图像性质的影响：参数对函数顶点位置的影响、参

数对函数单调性的影响、参数对函数与直线交点的影响，参数对函数最值的影响，等等.

解决这类问题需要对函数的基本性质,以及函数与方程不等式之间的关系具有清晰的认

识和深刻的理解，因此，这些知识是利用数形结合思想解决问题的关键.
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第二节 函数图像信息

1．通过图像信息推导运动过程

例 6-2-1. 如图 6-2-1-1，梯形 ABCD中，∠C=90°.动点 E、F同时从点 B出发，点 E沿折线

BA-AD-DC运动到点 C时停止运动，点 F沿 BC运动到点 C时停止运动，它们运动时的速

度都是1米/秒.设E、F出发 t秒时，△EBF的面积为 y平方米.已知 y与 t的函数图像如图 6-2-1-2

所示，其中曲线 OM为抛物线的一部分，MMN、NP为线段.请根据图中的信息，解答下列

问题：

（1）梯形上底边的长 AD= 米，梯形 ABCD的面积 平方米；

（2）当点 E在 BA、DC上运动时，分别求出 y与 t的函数关系式（注明自变量的取值

范围）；

（3）当 t为何值时，△EBF与梯形 ABCD的面积之比为 1：2.

图 6-2-1-1 图 6-2-1-2

一、求上底边 AD的长和梯形 ABCD的面积

（一）动感体验

打开文件“例 6-2-1.dmr”，单击“动画 1”按钮可以让点 E、点 F同时在各自的路径上运动，

同时得到△EBF的面积测量值以及动态生成 y关于 x的函数图像，如图 6-2-1-3所示.
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图 6-2-1-3

（二）动态解析

因为△EBF 的面积与 BE的长和点 F到 BE的距离直接相关，通过图 6-2-1-2 中的线段

MN可知：在第 5秒点 E运动到 A的位置，同时点 F运动到点 C的位置，如图 6-2-1-4、图

6-2-1-5所示，因此 AB=BC=5.

图 6-2-1-4 图 6-2-1-5

又因为这时△EBF的面积 10
2
1

 DCBCS EBF△ ，可求得：DC=4.

由 MN的长度为 2，可知 AD=2，因此
1 ( ) 14
2ABCDS AD BC DC   

梯形 .

二、求 y关于 t的函数关系式

1）当点 E在线段 BA上时，BE=t.过点 E作 EG⊥BC于点 G，过点 A作 AH⊥BC于点 H，

如图 6-2-1-6 所示，则有 AH=DC=4.因为 EG//AH，所以有
AH
BA

EG
BE

 ，可求得： tEG
5
4

 .

所以
2

5
2

2
1 tEGBFS EBF △ ，其中 50  t .
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图 6-2-1-6 图 6-2-1-7

2）当点 E在线段 DC上时，如图 6-2-1-7所示，这时点 F与点 C重合，BF=BC=5，EF

⊥ BF ， 则 EF 为 底 边 BF 对 应 的 高 ， 而 ( ) 7DE t BA AD t     ， 所 以

1 5 (11 )
2 2EBFS BF EF t   △ ，其中 117  t .

三、当△EBF与梯形 ABCD的面积之比为 1：2时，求 t的值

由（1）知梯形的面积为 14，它的二分之一为 7.

1.当点 E在线段 BA上时，由 7
5
2 2 t 求得：

2
70

t ，在 50  t 范围内，满足题意

2.当点 E在线段 DC上时，由
5 (11 ) 7
2

t  求得：
41
5

t  ，在 117  t 范围内，满足

题意

综上所述，当△EBF与梯形 ABCD的面积之比为 1：2时，
2
70

t 或
41
5

t  .

简要评注

根据图 6-2-1-1所示梯形的大致性质，读懂图 6-2-1-5所示的函数图像是顺利解决问题的

关键.其中点 M、点 N及其坐标又是图 6-2-1-2 所示图像的关键信息.读懂图像所蕴含的信息

就能了解动点的运动路径，这与一般情况下需要由动点的运动路径绘制函数图像的过程是逆

向的，需要对动点的运动性质具有更加清楚的认识，也需要对函数图像有更加深刻的理解.
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2．通过图像信息解决实际运动问题

例 6-2-2. 一列快车从甲地驶往乙地，一列慢车从乙地驶往甲地，两车同时出发，设慢车行

驶的时间为 (h)x ，两车之间的距离．．．．．．．为 (km)y ，图中的折线表示 y与 x之间的函数关系．根

据图像 6-2-2-1进行以下探究：

信息读取

（1）甲、乙两地之间的距离为 km；

（2）请解释图中点 B的实际意义；

图像理解

（3）求慢车和快车的速度；

（4）求线段 BC所表示的 y与 x之间的函数关系式，并写出自变量 x的取值范围；

问题解决

（5）若第二列快车也从甲地出发驶往乙地，速度与第一列快车相同．在第一列快车与

慢车相遇 30分钟后，第二列快车与慢车相遇．求第二列快车比第一列快车晚出发多少小时？

图 6-2-2-1

一、解释图示中的信息

（一）动感体验
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图 6-2-2-2

打开文件“例 6-2-2.dmr”，如图 6-2-2-2 所示，单击“行驶”按钮，观看两车的行使过程，

同时观察 y关于 x的函数图像的形成过程.

（二）思路点拨

1．图像中 AB表示两车从开始行驶到第一次相遇的过程；BC表示相遇后两车继续行驶

直至快车达到乙地的过程；CD表示快车在乙地停止而慢车继续行驶直至到达甲地的过程.

2．对于问题（3）点 D的坐标表示的实际意义为慢车从乙地到甲地用时 12h，共走 900km，

利用点 D求出慢车速度，利用 AB表示的意义求出快车的速度.

3．对于问题（4）求出快车从甲地到乙地的时间及到达乙地后与慢车相距的距离得到点

C的坐标.

（三）动态解析

点 A表示甲、乙两地相距 900km.点 B表示快车和慢车首次相遇的时间为 4h.

设快车的速度为 a、慢车的速度为 b，由于两车分别从甲、乙两地出发后首次相遇的时

间为 4h，因此有 4（a+b）=900（km），而慢车从乙地到甲地共用的时间为 12h，所以有

12b=900km，解得：b=75km/h、a=150km/h.

AB段表示两车分别从甲、乙两地出发直至在中途第一次相遇的过程，第一次相遇时快

车行驶了 4×150=600km、慢车行驶了 4×75=300km.

而 BC段表示从第一次相遇后继续沿着各自的方向前进，直至快车到达乙地，快车所行

驶的路程为 300km，因此这段时间为：300÷150=2（h），而慢车行驶的距离为 75×2=150（km）.
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因此点 C的坐标为（6，450），所以线段 BC的解析式为： 900225)4(
2
450

 xxy ，

其中自变量 x的取值范围为： 64  x .

CD段表示快车在乙地停止的过程中，慢车继续向甲地行驶，直至到达甲地，在这个过

程中行驶了 900-（300+150）=450km，所用时间为 6
75
450

 h.

二、求第二列快车比第一列快车晚出的时间

若第一列快车与慢车相遇 30分钟后第二列快车与慢车相遇，那么这时慢车从乙地出发

所行驶的路程为（4+0.5）×75=337.5（km），则第二列快车从甲地到与慢车相遇时行驶的时

间为：（900-337.5）÷150=3.75（h）.

当第二列快车与慢车相遇时，第一列快车与慢车行驶的时间相同，均为：4.5h，因此第

二列快车比第一列快车晚出发的时间为：4.5-3.75=0.75（h），即 45min.

简要评注

本题利用函数图像反映了两车的行驶过程，所以读懂图像是正确解决问题的关键.在读

图的过程中，理解关键点所代表的实际意义，每段线段代表的不同情况，可将问题转化为行

程问题求解.
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3．通过实际问题判断合理的图像信息

例 6-2-3. 刚回营地的两个抢险分队又接到救灾命令：一分队立即出发往 30千米的 A镇；二

分队因疲劳可在营地休息 a（0≤a≤3）小时再往 A镇参加救灾.一分队出发后得知，唯一通往

A镇的道路在离营地 10千米处发生塌方，塌方地形复杂，必须由一分队用 1小时打通道路，

已知一分队的行进速度为 5千米/时，二分队的行进速度为（4＋a）千米/时.

（1）若二分队在营地不休息，问二分队几小时能赶到 A镇？

（2）若二分队和一分队同时赶到 A镇，二分队应在营地休息几小时？

（3）在 6-2-10 所示的图像中，①②分别描述一分队和二分队离 A镇的距离 y(千米)和

时间 x(小时)的函数关系，请写出你认为所有可能合理的代号，并说明它们的实际意义.

图 6-2-3-1

一、求二分队不休息时赶到 A镇需要的时间

（一）动感体验

甲 乙 丙 丁
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图 6-2-3-2

打开文件“例 6-2-3.dmr”，如图 6-2-11所示，实线表示一分队距离 A镇的距离 y与时间

x的函数关系，虚线表示二分队距离 A镇的距离 y与时间 x的函数关系.拖动变量尺，可以改

变实数 a的值，即二分队在营地休息的时间，观察研究 a对二分队距离 A镇的距离 y与时间

x的函数图像的影响变化规律.

（二）思路点拨

若二分队在营地不休息，那么 a＝0，二分队的速度为 4千米/时.主要是求出二分队需要

在塌方处停留的时间，然后即可求出二分队赶到 A镇的时间.

（三）动态解析

一分队到达塌方处行走的距离为 10千米，所用的时间为 10÷5=2 小时，然后用 1 小时

时间打通通道，然后继续向 A镇出发.

若二分队在营地不休息，那么二分队到达塌方处的时间为 10÷4=2.5小时，然后用（2+1）

-2.5=0.5小时时间等待一分队将通道打通，然后从塌方处到达 A镇的时间为：20÷4=5小时.

所以二分队从营地到 A镇所用的时间为：2.5+0.5+5=8小时，如图 6-2-3-3所示.
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图 6-2-3-3

二、若一分队、二分队同时赶到 A镇时，求二分队在营地休息的时间

（一）动感体验

一分队从营地到达塌方处所用的时间为：10÷5=2小时，然后用 1小时打通通道，然后

从塌方处到达 A镇所用的时间为：20÷5=4小时，所以一分队从营地到达 A镇所用的时间共

为：2+1+4=7小时.

拖动变量尺，如图 6-2-3-4 所示，使得二分队从营地出发到 A镇所用的时间为 7小时，

那么二分队应该休息的时间对二分队的行程如何影响？

图 6-2-3-4

（二）思路点拨
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按照二分队在塌方处停留和不停留两种情况讨论问题.

（三）动态解析

1. 若二分队在塌方处停留 b小时，则二分队与一分队同时从塌方处出发并且同时达到 A

镇，这段距离为 20千米，用时 4小时，所以二分队与一分队的速度相同均为：5千米/小时

又因为二分队的速度满足条件（4+a）=5，因此 a=1小时.又因为一分队从营地到塌方处

再加上打通通道的时间为 3小时，因此 b满足：a+10÷5+b=3，所以 b=0.也就是说，二分队

实际上在塌方处没有休息.

因此，若一分队、二分队同时赶到 A镇时，二分队在营地休息的时间为 1小时.

图 6-2-3-5

2. 若二分队在塌方处没有休息，则二分队从营地直接赶往 A镇，那么 a满足条件：a+30÷

（4+a）=7，解得：a=1，或 a=2，均满足要求 30  a

因此若一分队、二分队同时赶到 A镇时，二分队在营地休息的时间为 1小时或 2小时.

综上所述，若一分队、二分队同时赶到 A镇时，二分队在营地休息的时间为 1小时（如

图 6-2-13所示）或 2小时（如图 6-2-3-5所示）.

（1） 判断符合条件的图像

（一）动感体验

请你变量尺改变实数 a的值，研究哪种情况可能成立，哪种情况不可能成立？

（二）动态解析

1. 因为一分队要在塌方处停留 1个小时，所以图甲首先是不符合题意

2. 在二分队到达塌方处时，若一分队还没打通通道，则二分队需要停止前进，等待打

通通道后与一分队一起继续前进.因此图丙不符合题意
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3. 由问题（2）知，若二分队在营地休息 1小时或 2小时，那么二分队将与一分队同时

到达 A镇

所以当二分队休息时间超过 2 小时，那么二分队到达 A 镇的时间为
4

30



a

a .由

0
4

)2)(1(7
4

30









a
aa

a
a .因此当二分队休息时间超过 2小时，二分队到达 A镇的

时间 7
4

30




a

a ，所以图乙符合题意，而图丁不符合题意.

综上所示，只有图乙符合题意.

（三）简要评注

此题讨论的关键在于二分队在塌方处是否有停留，如果停留，则在后 20千米和一分队

同时出发同时到达；若不停留，则直接从营地赶往 A镇，可用 a表示其走完全程的速度和

时间.这样思考可将此题复杂的行程问题简单化，更容易理解并解决问题.
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4．通过图像信息了解实际问题的意义

例 6-2-4. 已知某种水果的批发单价与批发量的函数关系如图 6-2-4-1 所示．

（1）请说明图 6-2-4-1 中①、②两段函数图像的实际意义.

图 6-2-4-1 图 6-2-4-2

（2）写出批发该种水果的资金金额 w（元）与批发量 m（kg）之间的函数关系式；在下

图 6-2-4-3 的坐标系中画出该函数图像；指出金额在什么范围内，以同样的资金可以批发到

较多数量的该种水果．

图 6-2-4-3

（3）经调查，某经销商销售该种水果的日最高销量与零售价之间的函数关系如图 6-2-4-2

所示，该经销商拟每日售出 60kg以上该种水果，且当日零售价不变，请你帮助该经销商设

计进货和销售的方案，使得当日获得的利润最大．

一、图 6-2-15中①、②两段函数图像的实际意义

图 6-2-15①表示批发量在 20kg与 60kg之间时，批发价格为 5元/kg；

图 6-2-15②表示批发量大于 60kg时，批发价格为 4元/kg．
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二、求W与 x的函数关系式及最值问题

（一）动感体验

打开文件“例 6-2-4.dmr”，如图 6-2-4-4 所示.实线为资金金额 w（元）与批发量 m（kg）

之间的函数图像.拖动点 w，观察当资金为 w时能够批发到的水果数量为多少.

图 6-2-4-4

（二）思路点拨

水平直线与函数图像的交点的横坐标就是能够批发到的水果的数量.

（三）动态解析

w与 m的函数关系式是





604

60205
大于，

且不大于不小于，

mm
mm

w .

观察金额 w（元）与批发量 m（kg）之间的函数图像，如图 6-2-18 所示，发现资金金

额满足 240＜w≤300时，一个 w值对应两个不同 m值，说明以同样的资金可以批发到两种

不同数量的该种水果，所以以同样的资金可以批发到较多数量的该种水果时，w的取值范围

为 240＜w≤300.

三、设计利润最大时的方案

（一）动感体验

略.

（二）思路点拨
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利用问题（2）中日销售利润与日零售价之间的函数关系式求解.

（三）动态解析

图 6-2-4-5

由图 6-2-4-2 可发现当零售价 x与售货量的函数关系是 )8(40 xm  ，其中销售利润=

销售量 ×（每斤售价－每斤进价），所以销售利润 y 与零售价 x 的函数关系为

160)6(40)4)(8(40 2  xxxy ，如图 6-2-4-5所示.

由进货量 60m ，可求得 x的取值范围为 x＜6.5.因此当 x＝6时， 160y 最大值 ，此时

m＝80.所以经销商应批发 80kg该种水果，日零售价定为 6元/kg，当日可获得最大利润

160元．

（四）简要评注

本题通过图像弄清批发量与批发价、零售价与日最高销售量之间的关系，利用销售利润

=销售量×（单件售价－单件进价）得到销售利润 y与零售价 x的函数关系，通过函数的最值

的讨论得到最大利润方案.
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巩固练习（二）

练习 6-2-1：某公交公司的公共汽车和出租车每天从乌鲁木齐市出发往返于乌鲁木齐市

和石河子市两地，出租车比公共汽车多往返一趟，如下图表示出租车距乌鲁木齐市的路程 y

（单位：千米）与所用时间 x（单位：小时）的函数图像．已知公共汽车比出租车晚 1小时

出发，到达石河子市后休息 2小时，然后按原路原速返回，结果比出租车最后一次返回乌鲁

木齐早 1小时．

（1）请在图中画出公共汽车距乌鲁木齐市的路程 y（千米）与所用时间 x（小时）的

函数图像．

（2）求两车在途中相遇的次数（直接写出答案）

（3）求两车最后一次相遇时，距乌鲁木齐市的路程．

练习 6-2-2：某车站客流量大，旅客往往需长时间排队等候购票．经调查统计发现，每

天开始售票时，约有 300名旅客排队等候购票，同时有新的旅客不断进入售票厅排队等候购

票，新增购票人数 y（人）与售票时间 x（分）的函数关系如下图（左）所示；每个售票窗

口人数 y（人）与售票时间 x（分）的函数关系如下图（中）所示．某天售票厅排队等候购

票的人数 y（人）与售票时间 x（分）的函数关系如下图（右）所示，已知售票的前 a分钟

开放了两个售票窗口．

（1）求 a的值；

（2）求售票到第 60分钟时，售票厅排队等候购票的旅客人数；

（3）该车站在学习实践科学发展观的活动中，本着“以人为本，方便旅客”的宗旨，决

定增设售票窗口．若要在开始售票后半小时内让所有排队购票的旅客都能购到票，以便后来

到站的旅客能随到随购，请你帮助计算，至少需同时开放几个售票窗口？
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练习 6-2-3：如下图，邮递员小王从县城出发，骑自行车到 A村投递，途中遇到县城中

学的学生李明从 A村步行返校．小王在 A村完成投递工作后，返回县城途中又遇到李明，

便用自行车载上李明，一起到达县城，结果小王比预计时间晚到 1分钟．二人与县城间的距

离 s (千米)和小王从县城出发后所用的时间 t (分)之间的函数关系如图，假设二人之间交流的

时间忽略不计，求：

（1）小王和李明第一次相遇时，距县城多少千米？请直接写出答案．

（2）小王从县城出发到返回县城所用的时间．

（3）李明从 A村到县城共用多长时间？

练习 6-2-4：由于国家重点扶持节能环保产业，某种节能产品的销售市场逐渐回暖．某

经销商销售这种产品，年初与生产厂家签订了一份进货合同，约定一年内进价为 0.1万元／
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台，并预付了 5万元押金.他计划一年内要达到一定的销售量，且完成此销售量所用的进货

总金额加上押金控制在不低于 34万元，但不高于 40万元．若一年内该产品的售价 y（万元

／台）与月次 x（1 12x  且为整数）满足关系是式：

0.05 0.25 (1 4)
0.1 (4 6)
0.015 0.01 (6 12)

x x
y x

x x

    
  
   

，

一年后发现实际．．每月的销售量 p（台）与月次 x之间存在如下图所示的变化趋势．

（1）直接写出实际．．．．．．每月的销售量 p（台）与月次 x之间的函数关系式；

（2）求前三个月中每月的实际销售利润w（万元）与月次 x之间的函数关系式；

（3）试判断全年哪一个月的的售价最高，并指出最高售价；

（4）请通过计算说明他这一年是否完成了年初计划的销售量．

http://www.gzsxw.net/
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本节小结

本节涉及与函数图像的信息有关的问题，题目中将已知信息用图像的形式给出，它要求

学生从已知图像中获取数据，然后解决实际的问题.应用数学知识解决实际问题的过程，就

是一个数学建模的过程，即从实际问题中获取必要的信息→分析处理有关信息→建立数学模

型→解决数学问题→解答实际问题.解答函数图像问题的关键是通过图像获取正确的信息，

如正确理解关键点的实际意义、分段函数图像的实际意义等.
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